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PredgovorDoktorantTimotijevi}Marinko je upisaodoktorske studijeTopologi-je{kolske 2012/2013 naMatemati~komfakultetuUniverziteta uBeogradu.Tokom studija, polo`io je predmete Algebarsku topologiju, Topolo{kukombinatoriku i Odabrana poglavqa Algebarske topologije kod prof.dr Sini{e Vre}ie, Teoriju Morsa, Diferenijalnu topologiju i PLtopologiju koddrAleksandraGruji}a,K-teoriju iDiskretnuira~unarskutopologiju kod prof. dr Radeta �ivaqevi}a.Kao deo kursa Diskretne i ra~unarske topologije, doktorant je pro-gramu Wolfram Mathematica konstruisao veliki broj kompjuterskih pro-grama. Tu se posebno isti~u programi za odre|ivawe kombinatornih in-varijanti simpliijalnih kompleksa tehnikama linearnog programirawakoji se navode u Poglavqu 4, kao i program za utvr|ivawe }elijske struk-ture simpliijalnih kompleksa pomo}u Diskretne teorije Morsa kojiomogu}ava ra~unawe homologije simpliijalnih kompleksa. Pomo}u kon-struisanih programa i velikog broja eksperimenata doktorant je uspeo daoformi i doka`e veliki broj tvr|ewa na kojima je ova disertaija bazi-rana. Tako|e, doktorant je bez pre|a{weg znawa eksperimentalno otkriotzv. Kombinatornu Aleksanderovu dualnost (Teorema 2.2) {to je u velikojmeri utialo na daqi tok wegovih istra`ivawa.Nau~no istra`iva~ki rad doktoranta zapo~iwe tzv. La-la projektomu saradwi sa dr Manuelom Muzikom Dizdarevi} i prof. dr Radetom �i-vaqevi}em. Ciq projekta je bila analiza poplo~avawa {ahovskih mre`atehnikama Grebnerovih baza. Rezultat je rad [25] objavqen 2016-e godinekoji predstavqa generalizaiju rezultataKonveja i Lagariasa objavqenogu [7] iz 1990-e godine. Nakon toga, doktorant svoju pa`wu preusmer-ava na istra`ivawe auto-dualnih simpliijalnih kompleksa (Defini-ija 3.2) kao i wihovih generalizaija, tzv. r−neizbe`nih simplijal-nih kompleksa (Definiija 4.2). Rezultat je rad [32] koji omogu}ava noviuvid u kombinatornu strukturu auto-dualnih kompleksa {to olak{avawihovu konstrukiju i kombinatornu klasifikaiju. Doktorant je za-jedno sa prof. dr Radetom �ivaqevi}em, prof. dr Sini{om Vre}iom,dr Du{kom Joi}em i Marijom Jeli} koautor rada [15] koji se bavi anal-izom kombinatornih svojstava r−neizbe`nih simpliijalnih kompleksa.U vreme pisawa ove disertaije, doktorant je u~estvovao u istra`ivawupolitopalnosti i zvezdolikosti Bierovih sfera (Definiija 2.2) zajednosa dr Filipom Jefti}em i prof. dr Radetom �ivaqevi}em. Rezultatiistra`ivawa su objavqeni u [14]. 4



Glavnipredmet disertaije je analiza simpliijalnihkompleksa spei-jalno, simpliijalnih kompleksa koji su jednaki svojem Aleksanderovomdualu (Definiija 2.1) koje nazivamo auto-dualni simpliijalni kom-pleksi. Auto-dualni simpliijalnikompleksi se javqaju umnogim granamamatematike poput algebarske topologije, topolo{ke kombinatorike, teo-rije igara, teorije hiper-grafova, kombinatorne optimizaije itd. Radiilustraije, poznata �Teorema uskog grla� Edmondsa i Fulkersena iz [9]je klasi~an rezultat teorije optimizaije po kojem za svaki auto-dualnisimpliijalni kompleksK ⊆ 2[n] i svaku funkiju f : [n] → R va`i:
max
A∈C

min
x∈A

f(x) = min
B∈C

max
y∈B

f(y)gde je C familija komplemenata svih glavnih (maksimalnih) simpleksakompleksaK.U kombinatornoj algebarskoj topologiji, auto-dualni simpliijalnikompleksi predstavqaju kanonske primere geometrijskih objekata sa ogra-ni~enom dimenzijom geometrijskog ambijenta. U Poglavqu 2, pomo}u ma-terijala preuzetog iz [22] i [23], se daje sa`et dokaz da auto-dualni simpli-ijalni kompleksi K ⊆ 2[n] ne mogu da se predstave homeomorfnim pot-prostorima Euklidskog prostoraRn−3. Dokazuje se da va`i i generalnijetvr|ewe tj. spajawem (Definiija 1.6) auto-dualnih simpliijalnih kom-pleksa Ki ⊆ 2[ni], i ∈ [k] dobijamo kanonske primere simpliijalnih kom-pleksa koji nisu ulo`ivi uEuklidski prostor dimenzijen1+· · ·+nk−k−2jer svaki wihov pravi potkompleks mo`e da se ulo`i uRn1+···+nk−k−2 (Teo-rema 2.4). U Poglavqu 2 se tako|e navodi zna~aj auto-dualnih simpli-ijalnih kompleksa za proenu dimenzije geometrijskog ambijenta datogtopolo{kog prostora speijalno, grafova i simpliijalnih kompleksakoji nisu planarni. Navode se primeri minimalnih triangulaija pro-jektivnih prostora (Primeri 2.5 i 2.6) sa naglaskom na ~iweniu da auto-dualni simpliijalni kompleksi i wihova spajawa ~esto predstavqajuminimalne triangulaije svojih geometrijskih realizaija.Poglavqe 3 je bazirano na radu [32] i istra`uje interesantnu vezuizme|u auto-dualnih simpliijalnih kompleksa K ⊆ 2[n] i kompleksa
K ⊆ 2[n−1] koji su potkompleksi svojeg Aleksanderovog duala, tzv. pod-dualnih kompleksa (Definiija 2.3). U ovom poglavqu se pomo}u konepta�prestrojavawa simpleksa� (Tvr|ewe 3.1) kojeg je orginalno uveoSergejMe-likhov u [23], opisuje tehnika rekonstrukije auto-dualnih simpliijal-nih kompleksa radi dobijawa svih auto-dualnih kompleksa u datom ambi-jentu. Radi jednostavnijeg pregleda i klasifikaije, uvodi se pojam grafasusedstva NGn kojem su ~vorovi svi auto-dualni kompleksi u ambijentu5



[n]. Dokazuje se da je graf NGn uvek povezan a zatim se analiziraju puteviu grafu NGn koji po~iwu auto-dualnim kompleksom ∆[n−1] ⊆ 2[n]. Ovaanaliza omogu}ava konstrukiju tzv. operatora korena√ : D[n] → SD[n−1](Definiija 3.1) gde je D[n] familija svih auto-dualnih kompleksa u am-bijentu [n] a SD[n−1] familija svih pod-dualnih kompleksa u ambijentu
[n − 1]. Dokazuje se da operator korena ima inverzni poerator Λ kojegnazivamo operator dualne nadgradwe (Definiija 3.2) {to dokazuje daje broj auto-dualnih kompleksa u ambijentu [n] jednak broju pod-dualnihkompleksa u ambijentu [n − 1] (Teorema 3.1). Zatim se pomo}u koneptalinka simpleksa (Definiija 1.5) i konusa simpliijalnog kompleksa dajegeometrijski opis operatora √ i Λ (Tvr|ewa 3.7 i 3.8) {to omogu}avanovi uvid u strukturu i kombinatornu klasifikaiju auto-dualnih sim-pliijalnih kompleksa. Glavni rezultat je Teorema 3.3 koja dokazuje daje svaki auto-dualan simpliijalni kompleks potpuno odre|en linkomproizvoqnog temena. Poglavqe se zavr{ava karakterizaijom f−vektora,homologije i kohomologije dualnih nadgradwi i opisuje se nova tehnikakostrukije auto-dualnih simpliijalnih kompleksa sa unapred zadatimhomolo{kim grupama sa posebnim osvrtom na komplekse koji �li~e naprojektivne ravni� (Definiija 3.3).Poglavqe 4 je baziranonaradu [15]ibavi se analizomtzv. r−neizbe`nihsimpliijalnih kompleksa (Definiija 4.2). Neizbe`ni simpliijalnikompleksi su prvi put uvedeni u [4] pod nazivom �Tverberg neizbe`nipotkompleksi� radi re{avawa problemaTverbergovog tipa kao glavni ar-gument Blagojevi}-Frik-Cigler �metode ograni~ewa�. U ovoj disertaijise analiziraju osobine r−neizbe`nih kompleksa u kontekstu jedne kom-binatorne invarijante simpliijalnih kompleksa K ⊆ 2[n] pod nazivompartiiona invarijanta (Definiija 4.1), u oznai π(K), koja predstavqanajmawi broj r ∈ N takav da kompleks K sadr`i bar jedan simplekssvake partiije ambijenta [n] na r disjunktnih skupova. Uvodi se pojamminimalno r-neizbe`nih simpliijalnih kompleksa (Definiija 4.3) kaogeneralizaija auto-dualnih kompleksa (koji su po novoj terminologijiminimalno 2-neizbe`ni) i dokazuje se da je partiiona invarijanta ovihkompleksa jednaka r (Posledia 4.2). Zatim se analizira partiiona in-varijanta spajawa simpliijalnih kompleksa (Teorema 4.1 i Posledia4.3) i dokazuje se glavno tvr|ewe da su simpliijalni kompleksi nastalispajawemn auto-dualnih kompleksaminimalno (n+1)-neizbe`ni (Tvr|ewe4.5) {to impliira da je wihova partiiona invarijanta n+ 1.U drugom delu Poglavqa 4 se analizira r−neizbe`nost simpliijal-nih kompleksa koji nastaju ograni~avawem aditivne mere µ : 2[n] → R+odnosno kompleksa oblika Kµ≤β = µ−1

(
(−∞, β])

). Ove komplekse nazi-6



vamo linearno relizabilnima konstantuβnazivamoprag kompleksaKµ≤β.Potom se dokazuje da prag β potpuno odre|uje nivo nezbe`nosti kompleksa
Kµ≤β (Tvr|ewe 4.6). Kako simpliijalnih kompleksa koji nisu linearnorealizabilni ima eksponenijalno vi{e od kompleksa koji jesu, u nastavkuse uvodi pojam karakteristi~nog praga ρ(K) kompleksaK ⊆ 2[n] (Defini-ija 4.5) kao najve}a vrednost praga linearno realizabilnog potkompleksakompleksaK. Glavni rezultat je Teorema 4.2 koja dokazuje da za partiionuinvarijantu π i karakteristi~ni prag ρ va`i nejednakost:

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1.Daqe se u Poglavqu 4 opisuje tehnika ra~unawa karakteristi~nog pragametodama linearnog programirawa (Problem (4.9)), analizira se kara-kteristi~ni prag kompleksa sa grupom automorfizama G (Tvr|ewe 4.12,Posledia 4.4) i dokazuje se da ako je grupa automorfizamaG kompleksaKtranzitivna, tada je karakteristi~ni prag kompleksa K potpuno odre|enne-simpleksom sa najmawe elemenata (Posledia 4.5). Na kraju se dokazujeda je karakteristi~ni prag spajawa simplijalnih kompleksa potpunoodre|en pomo}u karakterisiti~nih pragova komponenata (Teorema 4.3)i uvodi se pojam eksesa (Definiija 4.7) koji meri gre{ku odre|ivawapartiione invarijante kompleksa pomo}u karakteristike ρ.Posledwe poglavqe, Poglavqe 5, opisuje primenu Teoreme 3.1 na odre-|ivawe Dedekindovih brojeva D(n) uvedenih u [8] koji predstavqaju bro-jeve razli~itih Bulovih funkija sa n ∈ N promenqivih. Dokazuje senejednakost (5.3) koja pomo}u broja razli~itih auto-dualnih kompleksa uambijentu [n] obezbe|uje dowu i gorwu graniu Dedekindovih brojevaD(n).

Doktorant se srda~no zahvaquje mentoru, prof. dr Radetu �ivaqe-vi}u, na nesebi~noj podr{i, materijalima, idejama i savetima koji susu{tinski doprineli realizaiji ove disertaije.7



1 UvodU ovom poglavqu dajemo kratak pregled osnovnih konepata na kojimaje disertaija bazirana. Definiije i tvr|ewa su saglasna konstrukijamaopisanim u [22]. ^itala koji je dobro upoznat sa teorijom Kombinatornegeometrije ili Topolo{ke kombinatorike mo`e da pre|e na Poglavqe 2.1.1 Geometrijski simplijalni kompleksiSimpliijalni kompleksi predstavqaju kanoni~nu vezu izme|u geomet-rije i kombinatorike. Kompaktni topolo{ki potprostori Euklidskogprostora Rn mogu da budu predstavqeni homeomorfnim objektima kojenazivamo geometrijski simpliijalni kompleksi odnosno wihovim poli-edrima. Simpliijalne komplekse formira familija geometrijskih sim-pleksa koji u razli~itim dimenzijama predstavqaju ta~ke, segmente, trou-glove, tetraedre itd.Definiija 1.1. Geometrijski simpleks σA je konveksni omota~ kona~nog,afino nezavisnog skupa A prostora Rn. Ta~ke skupa A nazivamo vrhovisimpleksa σA. Dimenzija simpleksa σA je dim σA = |A| − 1. Konveksneomota~e potskupova skupa A nazivamo strane simpleksa σA.Geometrijski simpleksi su konveksni i kompaktni topolo{ki pros-tori. Wihovim spajawem dobijamo slo`enije objekte tzv. simpliijalnekomplekse po{tuju}i nekoliko jednostavnih pravila.Definiija 1.2. Familija simpleksa ∆ = {σA0 , . . . , σAk
} je geometrijskisimpliijalni kompleks ako zadovoqava slede}a dva uslova:(1) Za svako σAi

∈ ∆ i svako B ⊆ Ai va`i σB ∈ ∆.(2) Za proizvoqne σAi
, σAj

∈ ∆ va`i σAi
∩ σAj

= σAi∩Aj
.Topolo{ki prostor ||∆|| = ⋃k

i=0 σAi
nazivamo poliedar kompleksa ∆.Dimenzija kompleksa ∆ je dim∆ = max{dim σAi

| i = 0, . . . , k}.Temenima kompleksa ∆ nazivamo skup V (∆) =
⋃k

i=0Ai.Primetimo da svaki simpliijalni kompleks mora da sadr`i prazansimpleks σ∅ = ∅. Ako simpliijalni kompleks sadr`i samo prazan sim-pleks, ka`emo da je wegova dimenzija −1. Simpliijalni kompleks ∆~iji je poliedar homeomorfan tropolo{kom prostoruX nazivamo trian-gulaija prostora X . Ikosaedralna triangulaija sfere S2 je prikazanana Figuri 1. 8



Mnoga topolo{ka svojstva poliedara, poput povezanosti, Ojlerovekarakteristike, homologije, ko-homologije su upotpunosti odre|ena kom-binatornim svojstvima simplijalnih kompleksa koji ih formiraju. Kakokombinatorne tehnike imaju vrlo razvijen matemati~ki aparat koji uglav-nom mo`e da se isprogramira na ve}ini programskih jezika, triagulaijeprostora omogu}avaju analizu topolo{kih prostora pomo}u ra~unara{tovi{estruko olak{ava formirawe, testirawe a nekada i dokaz mnogih tvr-|ewa.1.2 Apstraktni simplijalni kompleksiMnogobrojne geometrijske konstrukije nad simplijalnim komplek-sima odnosno wihovim poliedrima mogu da se zamene kombinatornim kon-strukijama nad wihovim temenima. Otuda, radi jednostavnije kombina-torike, umesto ta~aka Euklidskih prostora, kao vrhove simpliijalnogkompleksa mo`emo da koristimo elemente kona~nih skupova bez gubqewakombinatornih invarijanti polaznog prostora. U tu svrhu, uvodimo kon-ept apstraktnog simpliijalnog kompleksa.Definiija 1.3. Apstraktni simpliijalni kompleks nad skupom vrhova Vje proizvoqna familija skupova K ⊆ 2V koja zadovoqava uslov: ako skup Apripada kompleksu K, tada i svaki potskup skupa A pripada kompleksu K.SkupoveA ∈ K nazivamo (apstraktni) simpleksi dimenzije dimA = |A|−1.Dimenzija kompleksaK jednaka je maksimalnoj dimenziji wegovih simpleksa.Skup vrhova V }emo da zovemo i kombinatorni ambijent ili prostoambijent kompleksa K. Napomiwemo da simpleksi simpliijalnog kom-pleksa ne moraju da sadr`e sve vrhove ambijenta V .Na primer, svaki geometrijski simpliijalni kompleks ∆ sa fami-lijom simpleksa {σA0, . . . , σAk
} odre|uje jedan apstraktni simpliijalnikompleksK = {A0, . . . , Ak} u ambijentu V (∆).Simplekse kompleksaK koji nisu strane ni jednog drugog wegovog sim-pleksa nazivamo glavni simpleksi. Glavni simpleksi mogu da se posma-traju kao maksimalni simpleksi kompleksaK u odnosu na relaiju inkluz-ije. Ako je Gl(K) familija glavnih simpleksa kompleksaK, tada je:
K =

⋃

A∈Gl(K)

2A.

9



Definiija 1.4. Neka su K ⊆ 2V i L ⊆ 2W simpliijalni kompleksi. Pres-likavawe π : V → W je simpliijalno preslikavawe kompleksa K i L akosimplekse kompleksa K preslikava u simpleske kompleksa L.Simpliijalno preslikavawe π : K → L koje je bijekija takvo da je π−1simpliijalno se naziva izomorfizam ili kombinatorna ekvivalenija. Akoovakvo preslikavawe postoji, ka`emo da su kompleksi K i L izomorfni ilikombinatorno ekvivalentni.Ekvivalnetno, bijekija π : V → W je izomorfizam kompleksaK ⊆ 2Vi L ⊆ 2W akko
(∀A ⊆ V )A ∈ K ⇔ π(A) ∈ L.U slu~aju gemetrijskih simpliijalnih kompleksa ∆1 i ∆2 odnosnoodgovaraju}ih apstraktnih kompleksa K1 i K2, simpliijalno preslika-vawe π : V (∆1) → V (∆2) indukuje neprekidno preslikavawe fπ poliedra

||∆1|| u poliedar ||∆2|| koje ~uva barientri~ne koordinate ta~aka. Lakose pokazuje da je fπ neprekidno a ako je π kombinatorna ekvivalenija, tadaje fπ homeomorfizam.Ako je apstraktni simpliijalni kompleks K kombinatorno ekviva-lentan geometrijskom simpliijalnom kompleksu ∆, tada poliedar kom-pleksa K, u oznai ||K||, defini{emo kao ||∆||. Na primer, proizvoqanskup A kardinalnosti k odre|uje jedan apstraktni simplijalni kompleks
∆A = 2A u ambijentu A koji predstavqa triangulaiju geometrijskog sim-pleksa σA = ||∆A|| ~ija je dimenzija k−1. SkupA tako|e odre|uje kompleks
∂∆A = 2A \ {A}, minimalnu triangulaiju sfere u ambijentu A dimenzije
k − 2.Dakle, kombinatorna klasifikaija simpliijalnih kompleksa obez-be|uje topolo{ku klasifikaiju wihovih geometrijskih realizaija. Me-|utim, postoje razli~ite triangulaije istog topolo{kog prostora kojenisu kombinatorno ekvivalentne. Otuda, da bi kombinatorna klasi-fikaija bila topolo{ki verodostojna, potrebno je konstruisati jedin-stvene triangulaije datih topolo{kih prostora sa minimalnim brojemtemena.Sada navodimo nekoliko kombinatornih alatki za lokalnu analizusimpliijalnih kompleksa.Definiija 1.5. Neka je K ⊆ 2V simpliijalni kompleks i A ⊆ V proizvo-qan simpleks.
• Zvezda simpleksa A, u oznai st(A) predstavqa skup svih simpleksa kom-pleksa K kojima je simpleks A strana.10



• Okolina simpleksa A je skup Nh(A) = {B ∈ K | B ⊆ F, F ∈ st(A)}.
• Link simpleksa A, u oznai Lk(A) je potskup familije Nh(A) koga ~inesvi simpleksi koji ne sadr`e simpleks A.Primetimo da st(A) nije simpliijalni kompleks kada je A 6= ∅ i daokolina simpleksa A predstavqa najmawi potkompleks kompleksa K kojisadr`i st(A). Lako se pokazuje da je Lk(A) potkompleks kompleksa K i daje Nh(A) \ st(A) = Lk(A). Primer zvezde, okoline i linka simpleksa je datna Figuri 1.

Figura 1: Zvezda i link temena ikosaedra.Simpliijalni kompleks K u odnosu na inkluziju formira jedan par-ijalno ure|en skup. Otuda, svakom simpliijalnom kompleksu mo`emoda dodelimo poset strania {to nam omogu}ava jo{ jedan alat za wihovuanalizu. Poset familije 2[5] je prikazan na Figuri 2.

Figura 2: Poset familije 2[5].
11



Definiija 1.6. Neka su K ⊆ 2V i L ⊆ 2W simpliijalni kompleksi. Sim-pliijalni kompleksK ∗L = {A⊔B | A ∈ K,B ∈ L} nazivamo spajawe (eng.
join) kompleksa K i L.Simpliijalni kompleksK ∗L ima ambijent V ⊔W a wegova dimenzijaje dimK + dimL − 1. Ako su ambijenti V i W disjunktni, umesto dis-junktne unije, u definiiji spajawa mo`emo da koristimo klasi~nu unijusimpleksa.Primer 1.1. Simpliijalni kompleks ∆V = 2V mo`e da se predstavi kaospajawe∆A∗∆Ac za proizvoqan simpleksA ⊆ V . Dovoqno je da primetimoda je∆A∗∆Ac ⊆ ∆V idaproizvoqan simpleksB ∈ ∆V mo`eda se predstavikao unija (B ∩ A) ∪ (B ∩Ac).Za komplekse K1 i K2, simpliijalni kompleks K1 ∗ K2 predstavqatriangulaiju geometrijskog spajawa topololo{kihprostora ||K1||i ||K2||(unija segmenata koji spajaju ta~ke prostora ||K1|| sa ta~kama prostora
||K2||). Ako je ||K1|| ⊂ Rd1 i ||K2|| ⊂ Rd2 , poliedar spajawa kompleksaK1 i
K2 se dobija tako{to se ||K1|| smesti u d1+1 dimenzionalnu ravan prostora
Rd1+d2+2 a poliedar ||K2|| sme{tamo u wen ortogonalni komplement kojije dimenzije d2 + 1 tako da se poliedri ||K1|| i ||K2|| ne seku. Tada, jednageometrijska realizaija spajawaK1 ∗K2 je skup:

||K1|| ∗ ||K2|| = {tx1 + (1− t)x2 | x1 ∈ ||K1||, x2 ∈ ||K2||, t ∈ [0, 1]}.Iteraijom proesa spajawa mo`e da se defini{e spajawe kona~nefamilije simpliijalnih kompleksa K1, . . . , Kn u ambijentima V1, . . . , Vnredom. Rezultat je simpliijalni kompleks K1 ∗ · · · ∗ Kn u ambijentu
V1 ⊔ · · · ⊔ Vn sa familijom simpleksa {A1 ⊔ · · · ⊔ An | Ai ∈ Ki, i ∈ [n]}.Primetimo da je spajawe simpliijalnih kompleksa u disjunktnim ambi-jentima komutativna i asoijativna operaija.Primer 1.2. Neka jeK ⊆ 2V proizvoqan simpliijalni kompleks i neka je
∆{v} = 2{v} triangulaija ta~ke, tada K ∗∆{v} predstavqa triangulaijutopolo{kog prostora koji nazivamo konus kompleksaK u oznai CK.Proizvoqan simpliijalni kompleks ∆A u ambijentu A = {v1, . . . vk}mo`e da se predstavi kao spajawe∆{v1} ∗ · · · ∗∆{vk}.Ako je |V | = n + 2 i ∂∆V = 2V \ {V } minimalna triangulaija n−di-menzionalne sfere u ambijentuV , spajawe ∂∆V ∗∆{v}, kao konus nad sferomdimenzijen, predstavqa triangulaiju diska dimenzijen+1. Tada, spajawekompleksa ∂∆V i ∆A, gde je A = {v1, . . . , vk}, mo`e da se predstavi sa

∂∆V ∗∆{v1} ∗ · · · ∗∆{vk}.12



Zbog asoijativnosti operaije spajawa, kompleks ∂∆V ∗ ∆A mo`emo davidimo kao uzastopni konus nad diskom dimenzije n. Otuda, kompleks
∂∆V ∗∆A predstavqa triangulaiju diska dimenzije n+ k.Primer 1.3. Generalizaija oktaedra, krst politop♦n−1 predstavqa tri-angulaiju n − 1 dimenzionalne sfere u ambijentu V = {±1, . . . ,±n} sasimpleksima {A ⊂ V | −A ∩ A = ∅}. Me|utim, ♦n−1 mo`emo da vidimo ikao spajawe ∂∆{−1,1} ∗ · · · ∗ ∂∆{−n,n}. Kako geometrijska realizaija spa-jawa ne zavisi od triangulaije kompleksa, za proizvoqan simpliijalnikompleks K i proizvoqnu triangulaiju sfere dimenzije n − 1 u oznai
Sn−1 va`i:

||K ∗ Sn−1|| ≈ ||K|| ∗ ||Sn−1|| ≈ ||K|| ∗ ||♦n−1||

≈ ||K|| ∗ ||∂∆{−1,1} ∗ · · · ∗ ∂∆{−n,n}|| ≈ ||K|| ∗ ||∂∆{−1,1}|| ∗ · · · ∗ ||∂∆{−n,n}||Poznato je da geometrijsko spajawe topolo{kog prostora X i sfere
S0 predstavqa suspenziju prostora X . Tako zakqu~ujemo da je simplii-jalni kompleks K ∗ Sn−1 triangulaija n−tostruke suspenzije prostora
||K||. Speijalno, spajawem triangulaija sfera Sd1 i Sd2 dobijamo trian-gulaiju sfere dimenzije d1 + d2 + 1.Ovde navodimo jo{ jednu varijantu spajawa simpliijalnih kompleksakoja predstavqa redukovanu varijantu standardnog spajawa.Definiija 1.7. Neka su K ⊆ 2V i L ⊆ 2W simpliijalni kompleksi. Sim-pliijalni kompleks {A⊔B | A ∈ K,B ∈ L,A∩B = ∅} nazivamo disjunktnospajawe (eng. deleted join) simpliijalnih kompleksaK i L u oznaiK ∗∆ L.KompleksK ∗∆ L je potkompleks simpliijalnog kompleksaK ∗L kojisadr`i komplekse izomorfne kompleksima K i L. Pri tom, ako su ambi-jenti V i W disjunktni, disjunktno spajawe simpliijlnih kompleksa sesvodi na standardno spajawe. Primer standardnog i disjunktnog spajawasimpliijalnih kompleksa je dat na Figuri 3.

Figura 3: KompleksiK ∗K i K ∗∆ K zaK = ∆[2].13



Lema 1.1. Neka su Ki, Li ⊆ 2Vi , i ∈ [n] simpliijalni kompleksi takvi da suambijenti V1, . . . , Vn disjunktni. Tada,
(K1 ∗K2 ∗ · · · ∗Kn) ∗∆ (L1 ∗ L2 ∗ · · · ∗ Ln)

= (K1 ∗∆ L1) ∗ (K2 ∗∆ L2) ∗ · · · ∗ (Kn ∗∆ Ln)Dokaz: Simpleksi kompleksa sa leve strane jednakosti su oblika
F = (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ⊔ (B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn) gde Ai ∈ Ki i Bi ∈ Litako da je (A1∪A2∪· · ·∪An)∩ (B1∪B2∪· · ·∪Bn) = ∅. Zbog disjunktnostiambijenata Vi, prethodno je ekvivalentno uslovu da je Ai ∩ Bi = ∅ odnosnoda Ai ⊔ Bi ∈ Ki ∗∆ Li. Otuda, simpleks F mo`e da se predstavi kao unija
(A1 ⊔ B1) ∪ (A2 ⊔ B2) ∪ · · · ∪ (An ⊔ Bn) gde je Ai ⊔ Bi ∈ Ki ∗∆ Li a ovo suupravo simpleksi kompleksa sa desne strane jednakosti.
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2 Auto-dualni simpliijalni kompleksiU ovom odeqku dajemo karakterizaiju i osnovne osobine posebne klasesimpliijalnih kompleksa. Definiije, tvr|ewa i dokazi su preuzeti izkanonskog uxbenika topolo{ke kombinatorike [22].2.1 Aleksanderova dualnostProizvoqan apstrakni simpliijalni kompleks K ⊆ 2V deli parti-tivni skup skupa V koji ozna~avamo sa 2V na disjunktne potskupove K i
2V \K. Kako su skupovi kompleksaK invarijantni u odnosu na potskupove,skupovifamilije 2V \K su invarijantni u odnosu na natskupove tj. natskupproizvoqnog simpleksa familije 2V \K tako|e mora da da bude sadr`an u
2V \K. Otuda, komplementi simpleksa familije 2V \K formiraju posebansimpliijalni kompleks.Definiija 2.1. Aleksanderov dual (ili prosto dual) simpliijalnog kom-pleksa K ⊆ 2V je simpliijalni kompleks K̂ ⊆ 2V dat sa:

K̂ = {V \ A | A 6∈ K}.Kako se u disertaiji koriste Aleksanderovi duali kompleksa K urazli~itim ambijentima, Aleksanderov dual kompleksa K u ambijentu Vozna~ava}emo sa K̂V .Lema 2.1. Neka su K,L ⊆ 2V simpliijalni kompleksi.
• Ako je K ⊆ L tada je L̂ ⊆ K̂.
•
(̂
K̂
)
= K.Dokaz: Ako jeK ⊆ L tada je 2V \L ⊆ 2V \K. Otuda, akoA ∈ 2V \L odnosno

V \ A ∈ L̂ to impliira da A ∈ 2V \K odnosno V \ A ∈ K̂.Za drugo tvr|ewe, dovoqno je da primetimo da simpleks A pripadakompleksu (̂
K̂
) akko V \ A 6∈ K̂ {to je ekvivalnetno uslovu da simpleks

V \ (V \ A) = A pripada kompleksuK.Primer 2.1. Neka je ([n]
k

) tzv. (k − 1)-skelet kompleksa ∆[n] = 2[n] odnosnonajve}i potkompleks kompleksa∆[n] dimenzije k− 1. Tada, po Definiiji2.1, wegov Aleksanderov dual u ambijentu [n] je:
(̂
[n]

k

)
= {[n] \A | |A| > k} = {A | |A| ≤ n− k − 1} =

(
[n]

n− k − 1

)
.15



Figura 4: Kompleks ([5]
3

) i wegov Aleksanderov dual.Dakle, dual (k − 1)-sleketa kompleksa∆[n] je wegov (n− k − 2)−skeletkao {to je ilustrovano na Figuri 4.Speijalno, ako posmatramo prazan kompleks {∅} =
(
[n]
0

), wegov dualu ambijentu [n] je ( [n]
n−1

)
= 2[n] \ {[n]} = ∂∆[n] a ovaj kompleks predstavqatriangulaiju sfere dimenzije n− 2.Aleksanderov dual simpliijalnih kompleksa mo`e da pojednostaviwegovu kombinatornu klasifikaiju.Lema 2.2. Kompleksi K ⊆ 2V i L ⊆ 2W su izomorfni akko su wihoviAleksanderovi duali K̂V i L̂W izomorfni.Dokaz: Neka je π : V → W izomorfizam kompleksaK i L. Tada, simpleks

A ⊂ W ne pripada kompleksuK akko simpleks π(A) ne pripada kompleksu
L. Otuda, simpleks V \ A pripada K̂V akko π(V \ A) = W \ π(A) pripadakompleksu L̂W .Po Definiiji 2.1, ako simpliijalni kompleks K ⊆ 2V ima k sim-pleksa, wegov Aleksanderov dual ima 2|V | − k simpleksa. Otuda, akoje k < 2|V | − k odnosno k < 2|V |−1, kombinatorna klasifikaija Alek-sanderovog duala K̂ je jednostavnija od kombinatorne klasifikaije kom-pleksaK.Ovde navodimo vrlo zna~ajnu kombinatornu konstruiju koju dodequ-jemo svakom simpliijalnom kompleksu pomo}u wegovog Aleksanderovogduala.Definiija 2.2. Neka je K simpliijalni kompleks u ambijentu V . Tada,disjunktno spajawe kompleksa K i wegovog Aleksanderovog duala nazivamoBierova sfera komleksa K u oznai Bier(K).16



Teorema 2.1. Ako jeK ⊆ 2V simpliijalni kompleks i |V | = n, tadaBier(K)predstavqa triangulaiju sfere dimenzije n− 2.Dokaz: Svaki simpliijalni kompleks mo`e da se dobije od kompleksa {∅}sukesivnim dodavawem simpleksa ure|enih rastu}e po dimenziji. Kakoje na osnovu Primera 2.1 kompleks Bier({∅}) zapravo disjunktno spajawe
{∅} ∗∆ {̂∅} = {̂∅} = 2V \ {V } = ∂∆V , zakqu~ujemo da ovaj kompleks pred-stavqa triangulaiju sfere Sn−2. Otuda, da bi dokazali tvr|ewe, dovoqnoje da iz pretpostavke da je Bier(K) triangulaija sfere a A ∈ 2V \K sim-pleks ~ije su strane sadr`ane u K, doka`emo da je i Bier(K ∪ {A}) tako|etriangulaija sfere.Neka jeBier(K) triangulaija sfere Sn−2 iA minimalni ne-simpleks.Kako se kompleks K i K ∪ {A} razlikuju samo za simpleks A, po Defini-iji 2.1, kompleks K̂ i ̂K ∪ {A} se razlikuju samo za simpleks Ac. Otuda,
̂K ∪ {A} = K̂ \ {Ac}.Sada, ako potra`imo Bierovu sferu novog kompleksa dobijamo:

Bier(K ∪ {A}) =
(
K ∪ {A}

)
∗∆

(
K̂ \ {Ac}

)

=
(
K∗∆K̂

)
\{B⊔Ac | B ∈ K,B∩Ac = ∅}∪{A⊔B | B ∈ K̂, A∩B = ∅, B 6= Ac}Dakle, kompleks Bier(K ∪ {A}) je dobijen od Bier(K) izbaivawemfamilije simpleksa L1 = {B ⊔ Ac | B ⊂ A} a potom dodavawem familije

L2 = {A⊔B | B ⊂ Ac}. Tada, minimalni potkompleks kompleksaBier(K)koji sadr`i L1 je K1 = (2A \ {A}) ∗ 2Ac

= ∂∆A ∗∆Ac . Tako|e, minimalnipotkompleksBierofe sfereBier(K∪{A}) koji sadr`ifamiliju simpleksa
L2 je K2 = 2A ∗ (2Ac \ {Ac}) = ∆A ∗ ∂∆Ac .Po Primeru 1.2, kompleksiK1 i K2 predstavqaju triangulaije diskadimenzije |A|−2+|Ac| = |A|−2+n−|A| = n−2. Wihov presek je kompleks
(2A \ {A}) ∗ (2A

c \ {Ac}) = ∂∆A ∗ ∂∆Ac koji po Primeru 1.3 predstavqatriangulaiju sfere dimezije n− 3.Dakle, kompleks Bier(K ∪ {A}) je dobijen od kompleksa Bier(K) skla-wawem unutra{wosti diska K1 i dodavawem diska K2 po istoj granii.Kako je po pretpostavi Bier(K) triangulaija sfere dimenzije n − 2,simpliijalni kompleks Bier(K ∪ {A}) je tako|e triangulaija sfere di-menzije n− 2.Ovo kompletira dokaz.U dokazu Teoreme 2.1, primetili smo da dodavawe simpleksa kompleksu
K indukuje re-triangulaiju jednog diska na sferi Bier(K). Opera-ije pomo}u kojih se od jedne triangulaije prostora dobija druga re-triangulaijom nekog potkompleksa se nazivaju bistelarnim operaijama.Primer Bierove sfere simpliijalnog kompleksa je dat na Figuri 5.17



Figura 5: Bierova sfera kompleksa ([2]
1

) u ambijentu [4].2.2 Kombinatorna Aleksanderova dualnostU ovom poglavqu dajemo glavnu teoremu koja opravdava termin �Alek-sanedov dual�. U tvr|ewima se koriste konepti redukovane homologijei ko-homologije za elobrojnim kefiijentima. Radi kompletnog uvida umateriju Algebarske topologije, ~itaou se preporu~uju [13] ili [24].Klasi~na Aleksanderova dualnost predstavqa vezu redukovane koho-mologije kompaktnog, lokalno kontraktibnilnog topolo{kog prostoraXkoji je sadr`an u sferi Sn i redukovane homologije wegovog komplementa
Sn \X (videti [13], Poglavqe 3.3).Kao {to smo videli u Teoremi 2.1, simpliijalni kompleks u ambi-jentu kardinalnosti n i wegov Aleksanderov dual mogu zgodno da se smesteu Bierovu sferu dimenzije n− 2. Neka je T topolo{ki prostor koji pred-stavqa komplement geometrijske realizaije Bierove sfereBier(K) i pot-prosotora koji odgovara potkompleksu K ⊂ Bier(K). Kako je svaki sim-pliijalni kompleksK ⊆ 2[n], odnosno wegov poliedar, lokalno kontrak-tibilan prostor, klasi~na Aleksanderova dualnost obezbe|uje relaiju
H̃i(T ) ≈ H̃n−3−i(K). Kao{to }emo uskoro da vidimo, prostorT u prethod-noj relaiji mo`e da se zameni simpliijalnim kompleksom K̂.Neka je K simpliijalni kompleks u ambijentu V gde je |V | = n kojisadr`i svih n temena. On mo`e da se dobije od kompleksa ∆∅ = {∅} doda-vawem simpleksaA1, . . . , Ak ure|enih rastu}e po dimenziji. Tako dobijamoniz simpliijalnih kompleksa:(2.1) ∆∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kk−1 ⊂ Kk = K18



takvih da je Ki \Ki−1 = {Ai} za sve i ∈ [k]. Ako sada primenimo operatordualnosti na niz (2.1), koriste}i Lemu 2.1 i Definiiju 2.1 dobijamo nizAleksanderovih duala:(2.2) ∆̂∅ = K̂0 ⊃ K̂1 ⊃ · · · ⊃ K̂k−1 ⊃ K̂k = K̂sa osobinom da je K̂i \ K̂i−1 = {Ac
i} za sve i ∈ [k]. Dakle, kompleks K̂ mo`eda se dobije od kompleksa ∆̂∅ = 2V \ {V } oduzimawem redom simpleksa

Ac
1, . . . , A

c
k.Po~etak niza (2.1) je simpliijalni kompleks∆∅, dok niz (2.2) po~iwetriangulaijom sfere 2V \ {V } = ∂∆V dimenzije n− 2.Primetimo da zbog definisanog ure|ewa simpleksa kompleksaK, sim-pleksi A1, . . . , An, predstavqaju vrhove a wihovi komplementi Ac

1, . . . , A
c
nsu simpleksi dimenzije n − 2. Tada, kompleks K1 = {∅, A1} je triangu-laija ta~ke a kompleks K̂1 = ∂∆V \ {Ac

1} predstavqa triangulaiju sferedimenzije n−2 kojoj je oduzeta unutra{wost diska dimenzije n−2 odnosno
K̂1 je triangulaija kontraktibilnog prostora.Analognim postupkom mo`emo da zakqu~imo da za sve i ∈ [n], kompleks
Ki predstavqatriangulaiju skupa od i ta~aka dok K̂i = ∂∆V \{Ac

1, . . . , A
c
i}predstavqa triangulaijun−2-dimenzionalne sfere kojoj je oduzeto i dis-junktinh unutra{wosti diskova dimenzije n−2 a ovaj topolo{ki prostorje homotopski ekvivalentan klinastoj sumi (buketu) i− 1 sfera dimenzije

n− 3.Otuda, redukovane homolo{ke i kohomolo grupe grupe prostora K1 i
K̂1 su trivijalne dok za i = 2, . . . , n imamo da je

H̃j(Ki) ≈ H̃n−3−j(K̂i) =





0, j > 0,
i−1⊕
l=1

Z, j = 0.Na ovaj na~in zakqu~ujemo da su redukovane kohomolo{ke grupe prvih
n ~lanova niza (2.2) izomorfne redukovanim kohomolo{kim grupama odgo-varaju}ih prostora T . Dokazuje se da isto va`i i za ostale ~lanove niza(2.1) odnosno da va`i tvr|ewe:Teorema 2.2. (Kombinatorna Aleksanderova dualnost)Neka jeK simplii-jalni kompleks u ambijentu V gde je |V | = n. Tada, za sve i = 0, . . . , dimKva`i:

H̃i(K) = H̃n−3−i(K̂).19



Ova teorema se prvi put pojavila u [29]. Kompletan i transparentandokaz ovog tvr|ewa mo`e da se pogleda u [3].Dakle, mo`emo da zakqu~imo da prostori K̂ iT imaju �isti homolo{kitip�odnosnodaAleksanderovdual kompleksaKmo`euizvesnom smislu dase posmatra kao dovoqno dobar kombinatornimodelwegovog komplementaunutar Bierove sfereBier(K). Me|utim, K̂ ne mora da bude triangulaijaprostora T .2.3 Dualna klasifikaija simplijalnih kompleksaSimpliijalni kompleksK u ambijentu V ima Aleksanderov dual u is-tom ambijentu. Otuda, kompleksiK i K̂ posmatrani kao familije skupovamogu da se uporede u uodnosunarelaiju �bitipotskup�{tonamomogu}avaklasifikaiju simpliijalnih kompleksa datog ambijeta koja }e da budeod velikog zna~aja u ostatku disertaije.Definiija 2.3. Neka je K ⊆ 2V simpliijalni kompleks. Ka`emo da jekompleks K:
• pod-dualan u ambijentu V ako je K ⊆ K̂V ;
• nad-dualan u ambijentu V ako je K̂V ⊆ K;
• auto-dualan u ambijentu V ako je K = K̂V ;
• transendentan u ambijentu V ako K i K̂V nisu uporedivi u odnosu nainkluziju.Familiju pod-dualnih simpliijalnih kompleksa u ambijentu V }emoda ozna~imo sa SDV a familiju svih auto-dualnih kompleksa u ambijentu
V ozna~avamo sa DV . Na osnovu Leme 2.1, vidimo da je kompleks K nad-dualan u ambijentu V akko je wegov Aleksanderov dual K̂V pod-dualan uambijentu V .Primer 2.2. Kao {to smo ve} videli u Primeru 2.1, Aleksanderov dualkompleksa (

[n]
k

) u ambijentu [n] je kompleks (
[n]

n−k−1

). Otuda, (u ambijentu
[n]) kompleks (

[n]
k

) je pod-dualan akko je 2k + 1 ≤ n, nad-dualan akko je
2k+1 ≥ n, i auto-dualan akko je 2k+1 = n. Speijalno, za k = 2 dobijamosimpliijalni kompleks ([5]

2

)
= K5, kompletan graf sa 5 temena prikazanna Figuri 6. 20



Figura 6: Kompletan graf K5.Ako je dati simpliijalni kompleks pod-dualan u datom abijentu, naosnovu Leme 2.1, svi wegovi potkompleksi moraju da budu pod-dualni u is-tom ambijentu. Ova, opservaija, zajedno sa Primerom 2.2, nam omogu}avadualnu kategorizaiju datog kompleksa pomo}u wegove dimenzije.Tvr|ewe 2.1. Simpliijalni kompleks K dimenzije k je pod-dualan u ambi-jentu V gde je |V | > 2k + 3.Dokaz: Po pretpostavi, glavni simpleksi kompleksaK su kardinalnosti
k + 1 {to zna~i da je kompleks K potkompleks komleksa (

V

k+1

). Tada,ako na inkluziju K ⊆
(

V

k+1

) primenimo operator dualnosti, dobijamo
(̂

V

k+1

)V
⊆ K̂V a na osnovuPrimera 2.1 to impliira da je ( V

n−(k+1)−1

)
⊆ K̂V .Kako je po pretpostavi 2k+3 ≤ n dobijamo da je 2k+3−k−2 ≤ n−k−2tj. da je k + 1 ≤ n− k − 2. Tako dobijamo niz inkluzija

K ⊆
(

V

k + 1

)
⊆

(
V

n− k − 2

)
⊆ K̂V .Sada navodimo vrlo prakti~nu teoremu za proveru pod, nad i auto-dualnosti simpliijalnih kompleksa.Teorema 2.3. (Kriterijum dualnosti) Neka je K ⊆ 2V simpliijalni kom-pleks. Tada, u ambijentu V , kompleks K je:(1) pod-dualan akko ne postoji simpleksA ⊆ V takav da simpleksiA i V \Apripadaju kompleksu K;(2) nad-dualan akko ne postoji simpleks A ⊆ V takav da oba simpleksa A i

V \ A ne pripadaju K; 21



(3) auto-dualan akko za proizvoqan A ⊆ V , ta~no jedan od simpleksa A ili
V \ A pripadaju kompleksu K ili ekvivalentno

(∀A ⊆ V )A ∈ K ⇔ V \ A 6∈ K.Dokaz:(1)(⇒) Neka je K ⊆ K̂ i neka je A ⊆ V takav da A, V \ A ∈ K. Tada,kako je K potkompleks kompleksa K̂, dobijamo da V \ A,A ∈ K̂ {to poDefiniiji 2.1 zna~i da simpleksi A i V \ A ne pripadaju kompleksu K{to nije mogu}e.(⇐) Neka ne postoji simpleks A ⊆ V takav da A i V \ A ne pripadajukompleksu K. Tada, za proizvoqan B ∈ K, simpleks V \ B ne pripadakompleksu K {to impliira da V \ (V \ B) = B pripada dualu K̂ . Takodobijamo da je K ⊆ K̂.(2) Na osnovu Leme 2.1, kompleks K }e da bude nad-dualan akko je K̂ pod-dualan a po tvr|ewu (1) teoreme, ovo }e da bude slu~aj akko ne postojisimpleks A ⊆ V takav da A i V \ A pripadaju kompleksu K̂ {to je poDefiniiji 2.1 ekvivalentno uslovu da oba simpleksa ne pripadaju kom-pleksuK.(3) Po Definiiji 2.3, simpliijalni kompleks K je auto-dualan akko jenad-dualan i pod-dualan. Otuda, za proizvoqan A ⊆ V , ako A ∈ K dabi va`ilo tvr|ewe (1), simpleks V \ A ne sme da pripada kompleksu K.Tako|e, ako A 6∈ K, tada zbog tvr|ewa (2) zakqu~ujemo da simpleks V \ Amora da pripada kompleksuK.Slede}iprimerilustruje kakopromenakombinatornog ambijentauti~ena dualnu klasifikaiju simpliijalnih kompleksa.Primer 2.3. Simpliijalni kompleks∆[n] = 2[n] je nad-dualan u ambijentu
[n], auto-dualan u ambijentu [n+ 1] i pod-dualan u ambijentu [n+ 2].Zaista, primenom Teoreme 2.3, za proizvoqan A ⊆ [n], oba simpleksa
A i [n] \ A pripadaju familiji 2[n] {to potvr|uje tvr|ewe (2). Tako|e, zaproizvoqan A ⊆ [n + 1], skup A ne sadr`i teme {n + 1} akko [n + 1] \ Asadr`i {n + 1} ili ekvivalentno, A ∈ ∆[n] akko [n + 1] \ A 6∈ ∆[n] {topotv|uje tvr|ewe (3). Na kraju, ∆[n] je potkompleks kompleksa ∆[n+1] pa naosnovu Leme 2.1 dobijamo da je simpliijalni kompleks ∆̂[n+1]

[n+2], koji jepo prethodnom zakqu~ku jednak∆[n+1], sadr`an u kompleksu ∆̂[n]

[n+2]. Takozakqu~ujemo da je∆[n] ⊂ ∆̂[n]

[n+2].Ovaj primer ilustruje osobinu da uve}awem kombinatornog ambijentakompleksa ∆[n−1] uve}avamo i wegov Aleksanderov dual {to je tako|e is-tinito i za bilo koji drugi simpliijalni komleks.22



Tvr|ewe 2.2. Svaki simpliijalni kompleks K ⊆ 2V je pod-dualan u ambi-jentu W gde je V ⊂ W .Dokaz: Kako je K ⊆ ∆V ⊂ ∆W , postoji v ∈ W tako da K ⊆ ∆W\{v}. Akona prethodnu inkluziju primenimo operator dualnosti, primenom Leme2.1 dobijamo da je ∆̂W\{v}

W ⊆ K̂W a na osnovu Primera 2.3 znamo da je
∆̂W\{v}

W

= ∆W\{v}. Tako dobijamo da jeK ⊆ ∆W\{v} ⊆ K̂W .Primer 2.4. Jedini auto-dualni simpliijalni kompleksi u ambijentu V ,koji ne sadr`e sve vrhove {v} ⊂ V , su ∆V \{v}.Zaista, na osnovuPrimera 2.3 znamo da su kompleksi 2V \{v} auto-dualniu ambijentu V za sve v ∈ V . Neka je K ⊆ 2V Auto-dualan simplii-jalni kompleks koji ne sadr`i vrh {v}. Tada, po Teoremi 2.3 tvr|ewe (3),simpleks V \ {v} mora da pripada kompleksu K. Kako strane simpleksapripadaju simpliijalnom kompleksu, dobijamo da je K = 2V \{v}.Tako zakqu~ujemo da u ambijentu V postoji ta~no |V | auto-dualnih sim-pliijalnih kompleksa koji ne sadr`e sve vrhove skupa V . Ovi kompleksi}e da odigraju zna~ajnu ulogu u ostatku disertaije.2.4 Auto-dualne triangulaije projektivnih prostoraU ovom odeqku navodimo nekoliko zna~ajnih primera auto-dualnihtriangulaija dobro poznatih topolo{kih prostora. Auto-dualnost do-bijenih kompleksa je vrlo zna~ajna komponenta. Materijal je preuzet izrada [21] koji sadr`i obimnu katalogizaiju topolo{kih prostora sa poz-natim minimalnim triangulaijama.Primer 2.5. Realna projektivna ravanRP
2 mo`e da se posmatra kaofaktorprostor dobijen identifikaijom antipodalnih ta~aka sfere S2. Otuda,da bi dobili triangulaiju prostra RP
2, dovoqno je da iskoristimoikosaedar, koji predstavqa antipodalnu triangulaiju sfere i spojimoan-tipodalno simetri~ne simplekse. Tako dobijamo kompleks RP6 koji nazi-vamo hemi-ikosaedar, triangulaiju prostora RP

2 sa 6 temena prikazanuna Figuri 7.Jurgeman i Ringel su u [17] i [27] dokazali da dvodimenzionalne mno-gostrukosti M (koje nisu homeomorfne orijantebilnim povr{ima roda2, Klajneovoj boi ili ne-orijentabilnoj povr{i roda 3) imaju triangu-laije sa n temena akko je:
(
n− 3

2

)
> 3

(
2− χ(M)

)23



Figura 7: Triangulaija RP6 realne projektivne ravni.gde je χ Ojlerova karakteristika mnogostrukosti.Kako je Ojlerova karakteristika projektivne ravni 1, zakqu~ujemo daje hemi-ikosaedar minimalna triangulaija prostora RP
2.Hemi-ikosaedar je i auto-dualan simpliijalni kompleks. Dovoqno jeda primetimo da su komplementi glavnih simpleksa hemi-ikosaedra min-imalni ne-simpleksi familije 2[6] \RP6 i da je ([6]2 ) ⊂ RP6.Brem i Kunel su u [6] dokazali da za triangulaije d−dimenzionalnihmnogostrukosti koje nisu sfere sa n temena va`i nejednakost

n ≥ 3

⌈
d

2

⌉
+ 3pri tom, jednakost va`i samo u slu~ajevima d = 2, 4, 8, 16 kada je Mmnogostrukost koja �li~i na projektivnu ravan� odnosno tava da postojiMorsova funkija f : M → R sa ta~no tri kriti~ne vrednosti (ovakvemnogostruksoti su detaqno analizirane u [10]). Za d = 2, dobijamo upravohemi-ikosaedar opisan u Primeru 2.5. Sada navodimo primer triangu-laija ovih prostora za d = 4.Primer 2.6. Kao{to je dokazano u [2] odnosno [1], Kompleksna projektivnaravan CP

2 ima jedinstvenu minimalnu triangulaiju CP9 sa 9 temena.Ba{kar Bag~i i Basudeb Data su u [2] opisali glavne simplekse ovog kom-pleksa na slede}i na~in.Neka jeGl(CP9) skup svih glavnih simpleksa triangulaije CP9 i nekaje Z3 ×Z3 afina ravan reda 3 prikazana na Figuri 8.Neke osobine afine ravni Z3 × Z3 su:24



Figura 8: Ambijent kompleksa CP9.
• ravan sadr`i 9 ta~aka,
• postoji 12 razli~itih pravih,
• svaka prava sadr`i tri ta~ke,
• dve razli~ite ta~ke pripadaju jedinstvenoj pravoj,
• kroz svaku ta~ku prolaze 4 prave,
• tri paralelnepraveformiraju partiiju skupaZ3×Z3 na disjunktnepotskupove.Ambijent V kompleksa CP9 je afina ravan Z3×Z3. Neka je L skup svihpravih afine ravni Z3 × Z3. Neka je P ⊂ L skup od 3 paralelne prave

l0, l1, l2 ∈ L gde je li = {(i, 0), (i, 1), (i, 2)} (ove prave }emo nazivati vrstama).Primetimo da kroz svaku ta~ku v ∈ V prolazi ta~no jedna prava skupa P .Neka jeG1 ⊆ 2V familija data sa: za svako i = 0, 1, 2 i svako v ∈ li skup
(li ∪ l1+3i) \ {v} pripada familiji G1 (+3 je sabirawe po modulu 3). Tada
|G1| = 3 · 3 = 9.Neka je G2 ⊆ 2V familija data sa: za razli~ite prave m1, m2 ∈ L \ P ,ako jem1 ∩m2 6= ∅ tadam1 ∪m2 pripada familijiG2. Ovako smo dobilinovih |G2| = 9 ·

(
3
2

)
= 27 simpleksa.Neka je Gl(CP9) = G1 ∪ G2. Kako su skupovi G1 i G2 disjunktni,dobijamo da je |Gl(CP9)| = |G1| + |G2| = 36 tj. ovaj kompleks ima 36glavnih simpleksa. 25



Doka`imo da je CP9 autodualan u ambijentu V . Neka je A ⊆ 2Vproizvoqan simpleks.Ako je |A| ≤ 3, i A pripada uniji dve paralelne prave li, l1+3i ∈ P to }eda bude slu~aj ako jeA = l1+3i, ili simpleksA pripada skupu (li∪l1+3i)\{v}za neko v ∈ li odnosno A je sadr`an u nekom simpleksu familije G1. Ako
A nije sadr`an ni u jednom simpleksu familije G1, on se~e sve tri vrsteskupa V tj. on je oblika A = {(0, i), (1, j), (2, k)}. Tada prave m1 i m2odre|ewe parovima (0, i), (1, j) i (1, j), (2, k) ne pripadaju familiji P iseku se u temenu (1, j) {to impliira da je A ⊂ m1 ∪m2 ∈ G2.Ovako smo dokazali da je (V

3

)
⊂ CP9. Kako je dimCP9 = 4, simpleksifamilije (

V

>5

) ne pripadaju kompleksu CP9. Otuda, da bi dokazali datvr|ewe (3) Teoreme 2.3 va`i za kompleks CP9, treba da proverimo da oddva disjunktna simpleksa A,B ⊆ V gde je |A| = 5 i |B| = 4, ta~no jedan odwih pripada kompleksu CP9.Neka je |A| = 4 (analognim postupkom se dokazuje slu~aj |A| = 5).Tada, simpleks A = {v1, v2, v3, v4} ne pripada kompleksu CP9, u slede}atri slu~aja:
• prava m1 = v1v2 je dijagonala, paralelna pravoj m2 = v3v4, tako da
v1, v2, v3, v4 ne pripadaju dvema paralelnim vrstama,

• prava m1 = v1v2 je kolona paralelna pravoj m2 = v3v4, tako da
v1, v2, v3, v4 ne pripadaju dvema paralelnim vrstama.

• temena v1, v2, v3 pripadaju istoj vrsti li a v4 pripada vrsti l1+3i.U prvom slu~aju, Ac sadr`i dijagonalu m0, paralelnu pravoj m1 a
Ac \ m0 = {w1, w2} gde w1 ∈ m1 i w2 ∈ m2 (svojstvo partiije skupa
V paralelnim pravim). Tada prava w1w2 ne pripada P (jer bi u tomslu~aju v3v1 i v2v4 bile paralelne vrste) i nije paralelnam0 (jer pripadarazli~itim pravim koje su joj paralelne) pa, w1w2 ∪ m0 = Ac je glavnisimpleks familije G2.U drugom slu~aju,Ac sadr`i kolonum0, paralelnu pravojm1 aAc\m0 =
{w1, w2} gde temena w1 ∈ m1 i w2 ∈ m2 ne pripadaju istoj vrsti jer bi usuprotnom v1, v2, v3, v4 pripadali paralelnim vrstama. Otuda, w1w2 jedijagonala pa mora da se~e kolonum0, {to zna~i da w1w2 ∪m0 ∈ G2.U tre}em slu~aju, Ac je zapravo skup (l1+3i ∪ l2+3i) \ {v4} koji pripadafamiliji G1.Dakle, u sva tri slu~aja Ac pripada kompleksu CP9.Neka sada A pripada kompleksu CP9. To }e da bude slu~aj ako:26



• A je strana simpleksa familijeG1 odnosno, najvi{e dva temena sim-pleksa A pripadaju vrsti li a ostala temena pripadaju vrsti l1+3i.
• A je strana simpleksafamilijeG2 tj. pripada preseku pravihfamil-ije L \ P .U prvom slu~aju Ac sadr`i vrstu l2+3i i najvi{e jedan element vrste

l1+3i pa ne mo`e da bude simpleks familijeG1 a ovo su jedini simpleksi sa
5 elemenata koji pripadaju kompleksu CP9 i sadr`e elu vrstu.U drugom slu~aju, ako jeA presek pravih familijeL\P , temenawegovogkomplementa se nalaze u svim vrstama. Otuda, da bi Ac bio simpleks,on mora da bude potsimpleks glavnog simpleksa familije G2. Me|utim,
Ac je takav da wegova temena pripadaju dvema paralelnim kolonama ilidvema paralelnim dijagonalama (ako je A presek kolone i dijagonale), ilitemena simpleksa Ac formiraju ~etiri ta~ke takve da su svake 3 od wihne-kolinearne kao {to je ilustrovano na Figuri 9. Otuda, Ac nije mogu}esmestiti na presek pravih familije G2 {to dokazuje da Ac 6∈ CP9.

Figura 9: Komplementi glavnih simpleksa familijeG2.Dakle, i CP9 je autodualan simpliijalni kompleks.Prethodni primeri ukazuju na osobinu da se auto-dualni simplii-jalni kompleksi ~esto javqaju kao minimalne triangulaije topolo{kihprostora te zaslu`uju da im se posveti pa`wa.Slu~aj triangulaija osmo-dimenzionalnihmnogostrukosti koje �li~ena projektivne ravni� je intenzivno istra`ivan u [5]. Otkriveno je da pos-toji najmawe{est kombinatorno razli~itih tiangulaijamnogostrukostikoje imaju iste homolo{ke grupe kao kvaternionska projektivna ravan27



HP
2. Tek je 2016-e godine u [11] otkriveno da bar jedna od ovih triangu-laija zaista predstavqa kvaternionsku ravan. Problem kombinatornekonstrukije ovih mnogostrukosti dimenzije 16 u trenutku pisawa ovedisertaije nije re{en.U Poglavqu 4.6 }e da bude naveden novi pristup konstrukiji triangu-laija ovih prostora.2.5 Geometrijski ambijent simpliijalnih kompleksaAko postoji potprostor Euklidskog prostora Rd homeomorfan topo-lo{kom prostoru X (ili poliedru kompleksa K), tada Rd nazivamo ge-ometrijski ambijent prostoraX (ili kompleksaK).Auto-dualni simpliijalni kompleksi u kombinatornim ambijentimakardinalnosti n imaju vrlo zna~ajnu geometrijsku osobinu. Naime, wi-hove geometrijske realizaije nije mogu}e predstaviti homeomorfnimpot-prostorimaEuklidskih prostora dimenzijen−3 odnosnowihov geometri-jski ambijent je ograni~ene dimenzije. Ovde predstavqamo matemati~koopravdawe ove ~iwenie materijalom preuzetim iz [22]. Radi kompletnoguvida u teoriju ekvivarijantne teorije indeksa ~ijom primenom su tvr|ewadokazana, ~itaou se preporu~uju [34] ili [33].Dobro poznata Bursuk-Ulamova teorema opisana u [22], odnosno wenaposledia, tvrdi da ne postoji neprekidno preslikavawe f : Sn → Sd gde je

d < n sa osobinom da je f(−x) = −f(x). Ovakva preslikavawa nazivamoZ2ekvivarijantnim. Motivisan poslediama ove teoreme, uveden je pojam Z2indeksa proizvoqnog slobodnogZ2 ekvivarijantnog topolo{kog prostoraili simpliijalnog kompleksaK kao minimalna dimenzija sfere Sd u kojupoliedar ||K|| mo`e da se preslika Z2 ekvivarijantnim preslikavawemodnosno:
indZ2(K) = min{n ∈ 0, 1, . . . | ∃f : ||K|| → Sn, f

(
ν(x)

)
= −f(x)}.Nekoliko osobina ovako definisanog indeksa su

• indZ2(S
n) = n za sve n = 0, 1, 2 . . .,

• ako je f : ||K|| → ||L|| preslikavawe koje je Z2 ekvivarijantno, tada
indZ2 K ≤ indZ2 L,

• indZ2(K ∗ L) ≤ indZ2(K) + indZ2(L) + 1.28



Prva je o~igledna posledia Bursuk-Ulamove teoreme. Za drugu os-obinu, primetimo samo da ako ||K|| mo`e da se Z2 ekvivarijantno pres-lika u ||L|| a ||L|| mo`e da se Z2 ekvivarijantno preslika u Sd, tada i
||K|| mo`e da se Z2 ekvivarijantno preslika u Sd prostom kompoziijompreslikavawa. Tre}a osobina je posledia ~iwenie da ako imamo Z2ekvivarijantna preslikavawa f : ||K|| → Sd1 i g : ||L|| → Sd2 , tada spa-jawe preslikavawa f i g dato sa f ∗ g(tx + (1 − t)y) = tf(x) + (1 − t)g(y)je neprekidno, Z2 ekvivarijantno, i preslikava ||K|| ∗ ||L|| ≈ ||K ∗ L|| uprostor Sd1 ∗ Sd2 ≈ Sd1+d2+1.Disjunktno spajawe proizvoqnog simpliijalnog kompleksa K sa sa-mim sobom je primer jednog slobodnog, Z2 ekvivarijantnog, simplii-jalnog kompleksa. Ako je V ambijent kompleksa K, kao ambijent dijsunk-tnog spajawaK ∗∆ K mo`e da poslu`i skup V = V × {−1, 1}. Tada:

K ∗∆ K = {A× {1} ∪ B × {−1} | A,B ∈ K,A ∩ B 6= ∅}.Delovawe grupe Z2 na ovaj kompleks se defini{e simpliijalnim pres-likavawem ν : V → V datim sa ν(v, i) = (v,−i). O~igledno ν ◦ ν = 1V .Kako za proizvoqan F ∈ K ∗∆ K va`i F ∩ ν(F ) = ∅, ovako definisano Z2delovawe je slobodno. Naravno, na poliedru ||K ∗∆ K|| delovawe grupe Z2se defini{e pomo}u indukovanog preslikavawa fν .U Poglavqu 5.5 uxbenika [22] je dokazano da proizvoqno neprekidnopreslikavawe f : ||K|| → Rd indukuje jedno Z2 ekvivarijantno preslika-vawe f ∗∆ f : ||K ∗∆K|| → Sd {to impliira da je indZ2(K ∗∆K) ≤ d. Pritom, f ∗∆ f je restrikija spajawa preslikavawa f ∗ f sa skupa ||K ∗K|| napotskup ||K ∗∆ K||. Tako dobijamo da ako je
indZ2(K ∗∆ K) ≥ d,simpliijalni kompleks K nema geometrijsku realizaiju u Euklidskomprostoru dimenzije mawe od d.Sada, ako posmatramo proizvoqan auto-dualan simpliijalni kom-pleks K u ambijentu V kardinalnosti n, disjunktno spajawe K ∗∆ K jena osnovu Teoreme 2.1 zapravo triangulaija sfere dimenzije n− 2. Takozakqu~ujemo da je indZ2(K ∗∆ K) = n − 2 i da ||K|| nema geometrijskurealizaiju u Euklidskom prostoru dimenzije mawe od n− 2.Sli~no ograni~ewe dimenzije geometrijske realizaije mo`e da se do-bije i za spajawe autodualnih kompleksa. Sergej Melhikov je u [23] daojednostavan dokaz da se spajawem autodualnih kompleksa dobijaju �opti-malni� primeri kompleksa sa ograni~enom dimenzijom geometrijskog am-bijenta. 29



Teorema 2.4. Ako je {Ki ⊂ 2Vi | |Vi| = ni, i ∈ [k]} familija autodualnihsimpliijalnih kompleksa u disjunktnim ambijentima V1, . . . , Vk, tada sim-pliijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗ Kk nema geometrijsku realizaiju uEuklidskom prostoru dimenzije mawe od n1 + · · · + nk − k − 1 dok svakipravi potkompleks kompleksa K mo`e da se realizuje u prostoru dimenzije
n1 + · · ·+ nk − k − 2.Dokaz: Na osnovu Leme 1.1 i Teoreme 2.1, disjunktno spajawe K ∗∆ K jesimpliijalni kompleks:

(K1 ∗ · · · ∗Kk) ∗∆ (K1 ∗ · · · ∗Kk) = (K1 ∗∆ K1) ∗ · · · ∗ (Kk ∗∆ Kk)

= Bier(K1) ∗ · · · ∗Bier(Kk) = Sn1−2 ∗ · · · ∗ Snk−2 = Sn1+···+nk−2k+k−1.Dakle, disjunktno spajawe kompleksaK1 ∗ · · · ∗Kk sa samim sobom pred-stavqa triangulaiju sfere dimenzije n1 + · · ·+ nk − k − 1 pa je
indZ2

(
K ∗∆ K) = n1 + · · ·+ nk − k − 1{to impliira da kompleksK1 ∗ · · · ∗Kk nema geometrijsku realizaiju uEuklidskom prostoru dimenzije mawe od n1 + · · ·+ nk − k − 1.Neka je sada L pravi potkompleks kompleksa K. Tada postoji glavnisimpleks F ∈ K1 ∗ · · · ∗ Kk koji ne pripada kompleksu L i on je oblika

F = A1 ∪ · · · ∪Ak gde su Ai ∈ Ki neprazni glavni simpleksi kompleksaKi.Kako je svaki od kompleksa Ki autodualan, dobijamo da Vi \ Ai 6∈ Ki {tozna~i da simpleks Vi \ Ai ne pripada ni kompleksu L. Na osnovu Primera1.1, znamo da je ∆Vi
= ∆Vi\Ai ∗ ∆Ai a kako je L ⊂ K ⊂ ∆V1 ∗ · · · ∗ ∆Vk

isimpleksi V1 \ A1, . . . , Vk \ Ak i F ne pripadaju kompleksu L, dobijamo daje kompleks L sadr`an u kompleksu S gde je:
S = (∂∆V1\{A1} ∗∆A1 ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\{Ak} ∗∆Ak

) \ {F}.Kako simpleks F ne se~e simplekse V1 \ A1, . . . , Vk \ Ak, a spajawe kom-pleksa komutativna i asoijativna operaija dobijamo da je:
S = ∂∆V1\{A1} ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\{Ak} ∗

(
(∆A1 ∗ · · · ∗∆Ak

) \ {F}
)

= ∂∆V1\{A1} ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\{Ak} ∗ (∆A1∪···∪Ak
\ {A1 ∪ · · · ∪ Ak})

= ∂∆V1\{A1} ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\{Ak} ∗ ∂∆A1∪···∪AkNa osnovu Primera 1.3, kompleks S predstavqa triangulaiju sferedimenzije |V1 \ {A1}| − 2 + · · · + |Vk \ {Ak}| − 2 + |A1 ∪ · · · ∪Ak| − 2 + k =
|V1|+ · · ·+ |Vk| − k + 2. 30



Tako zakqu~ujemo da spajawem autodualnih simpliijalnih kompleksadobijamo kanonske primere kompleksa koji imaju geometrijski ambijentograni~ene dimenzije. Teorema 2.4 omogu}ava i ograni~ewe dimenzijegeometrijskog ambijenta topolo{kih prostora koji imaju triangulaiju.Posledia 2.1. Akotopolo{ki prostorX imatriangulaijuK koja sadr`ispajawek auto-dualnih simpliijalnih kompleksaK1 , . . . , Kk u ambijentimakardinalnosti n1, . . . , nk takvih da je |V (Ki)| = ni za sve i ∈ [k], tadageometrijski ambijent topolo{kog prostora X je dimenzije ve}e od zbira
n1 + · · ·+ nk − k − 1.Dokaz: Ako potkompleks L kompleksa K nema geometrijsku realizaiju u
Rd tada ni K nema geometrijsku realizaiju Rd. Otuda, da bi dokazalitvr|ewe, dovoqno je da primetimo da ako su Ki ⊂ 2Vi potkompleksi kom-plkeksaK takvi da jeK1 ∗ · · · ∗Kk ⊆ K, tada po Definiiji 1.6 ambijenti
V1, . . . , Vk moraju da budu dijsunktni jer je po pretpostavi V (Ki) = Vi.Zanimqivo je da u prethodnoj posledii, kompleksi ∆Vi\{v}, koji su poPrimeru 2.4 auto-dualni u ambijentu Vi, ne mogu da u~estvuju u spajawu.Primer 2.7. Graf K3,3 prikazan na Figuri 10 mo`e da se predstavi kaospajawe kompleksa (

[3]
1

) sa samim sobom. Kako je na osnovu Primera 2.2simpliijalni kompleks (
[3]
1

) auto-dualan u ambijentu [3], spajawe (
[3]
1

)
∗(

[3]
1

)
= K3,3 nema geometrijsku realizaiju u Euklidskom prostoru dimenz-ije 3 + 3− 2− 1 = 2 odnosnoK3,3 nije planaran graf.

Figura 10: GrafK3,3 kao spajawe ([3]1 ) ∗ ([3]1 ).Svi jednodimenzionalni simpliijalni kompleksi su triangulaijegrafova. U [22], Poglavqe 1.6, je dokazano da svaki simpliijalni kom-pleks dimenzije d ima geometrijsku realizaiju u prostoru R2d+1. Otuda,svaki graf ima geometrijski ambijentR3 pa, da bi dokazali da graf Γ nijeplanaran, na osnovu Posledie 2.1 potrebno je da doka`emo da Γ sadr`ispajawe autodualnih simpliijalnih kompleksa. Kako je dimenzija spa-jawa kompleksaK i L jednaka dimK +dimL+1, jedini mogu}i kandidati31



su spajawe autodualnih kompleksa dimenzije 0 ili autodualni kompleksdimenzije 1 (pri tom, kompleksi nisu iz Primera 2.4). Kao {to }emo davidimo u Primerima 3.3 i 3.4, grafovi K3,3 i K5 su jedini (do na izomor-fizam) jednodimenzionalni primeri spajawa auto-dualnih kompleksa ukojima ne u~estvuju auto-dualni kompleksi∆V \{v} ⊆ 2V . Otuda, ako graf Γsadr`i K3,3 ili K5, na osnovu Posledie 2.1 on nije planaran. Me|utim,ovaj uslov je u izvesnom smislu i dovoqan.Poznata Teorema Kuratovskog predstavqena u [20] iz 1930−e godinetvrdi da graf koji nije planaran mora da sadr`i graf K3,3 ili K5 iliwihove re-triangulaije odnosno, problem planarnosti grafa je potpunore{en pomo}u auto-dualnih simpliijalnih kompleksa.Sli~ni rezultati postoje i za dvodimenzionalne simpliijalne kom-plekse koji nisu planarni. Po Posledii 2.1, ako poka`emo da kompleks
K sadr`i autodualan simpliijalni kompleks sa 5 temena ili graf K3,3,dati kompleks ne mo`e da ima geometrijsku realizaiju u prostoruR2 (os-tale mogu}nosti za spajawe ne postoje jer su po Primeru 3.3 svi autodualnikompleksi u ambijentu [4] koji sadr`e sve vrhove jednodimenzionalni).Halin i Jung su 1964−e u [12] dokazali da simpliijalni kompleks Kima geometrijsku realizaiju u prostoru R2, akko K ne sadr`i komplekseizomorfne kompleksima

K3,3, K5, HJ1 = ∆[4], HJ2 = ∂∆[4] ∪∆{5},

HJ3 = (∂∆[3] ∪∆{4}) ∗∆{5}, HJ4 = ∆[2] ∗ ∂∆{3,4} ∪ ∂∆[2] ∗∆{5} ∪∆{3,4},

HJ5 =

(
3

1

)
∗∆{4,5}, HJ6 = ∆[3] ∪

(
3

1

)
∗ ∂∆{4,5}ili wihovim re-triangulaijama. Me|utim, kao {to }emo da vidimo uPrimeru 3.4, svaki autodualni komplkeks u ambijentu [5] je izomorfannekom od kompleksaK5, HJ1, . . . , HJ6.Dakle, pitawe planarnosti simpliijalnih kompleksa je upotpunostire{eno pomo}u auto-dualnih simpliijalnih kompleksa. Da bi sli~natvr|ewa mogla da se formiraju u ve}im dimenzijama, potrebno je odreditisve autodualne komplekse u zadatom ambijentu.
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3 Konstrukija, kombinatorna struktura i klasi-fikaija auto-dualnih simpliijalnihkompleksaU ovom poglavqu dajemo opis dve univerzalne tehnike konstrukijesvih autodualnih simpliijalnih kompleksa u datom ambijentu V kojeobezbe|uju novi uvid u wihovu kombinatornu strukturu. Sva tvr|ewa idokazi su objavqni u [32].3.1 Rekonstrukija autodualnih kompleksaU ovom odeqku analiziramo posebnu tehniku tzv. rekonstrukije auto-du-alnih simpliijalnih kompleksa K u fiksiranom ambijentu V . Metodje baziran na opservaiji Sergeja Melhikova koji je radu u [23] primetioda razli~ite auto-dualne komplekse mo`emo da dobijemo razmenom parovakomplementarnih simpleksa.Prisetimo se da je A ⊆ V glavni simpleks simpliijalnog kompleksa
K ⊆ 2V ako A nije strana ni jednog drugog simpleksa kompleksaK tj.

(∀B ∈ K)A 6⊂ B.Ekvivalentno, simpleks A ∈ K je glavni akko je K \ {A} simpliijalnikompleks.Operaija rekonstrukije auto-dualnog simpliijalnog kompleksa Kprestrojavawem glavnog simpleksa A, u oznai rsA(K), je usko povezana sabistelarnim operaijama opisanim u Poglavqu 2.1.Tvr|ewe 3.1. Neka je K ⊆ 2V auto-dualan simpliijalni kompleks i neka je
A ∈ K glavni simpleks. Tada

rsA(K) = (K \ {A}) ∪ {V \ A}je tako|e auto-dualan simpliijalni kompleks.Dokaz: Prvo,K \ {A} je simpliijalni kompleks jer je A glavni simpleks.Neka je B ⊂ V \ A proizvoqan. To zna~i da je A ⊂ V \ B, a kako je Aglavni simpleks kompleksa K, dobijamo da V \ B kao wegov nadsimpleksne pripada kompleksu K. Otuda, po Teoremi 2.3, simpleks B mora dapripada kompleksuK jer jeK auto-dualan. Tako smo dokazali da kompleks
K \ {A} sadr`i sve prave strane simpleksa V \ A pa, (K \ {A}) ∪ {V \ A}je simpliijalni kompleks. 33



Drugo, kompleks rsA(K) je autodualan. Dovoqno je da primetimo daza proizvoqan B ∈ 2V \ {A, V \ A}, ta~no jedan od simpleksa B, V \ Bpripada kompleksu K \ {A} (jer K je auto-dualan) i da A 6∈ rsA(K) dok
V \ A ∈ rsA(K).Slede}e tvr|ewe pokazuje da je tehnika rekonstrukija dovoqna zaodre|ivawe svih auto-dualnih simpliijalnih kompleksa u datom ambi-jentu.Tvr|ewe 3.2. Neka su K i L proizvoqni auto-dualni simpliijalni kom-pleksi u ambijentu V . Tada, kompleks L mo`e da se dobije od kompleksa Knizom rekonstrukija dobijenih prestrojavawem simpleksa skupa K \ L.Dokaz: Neka je K \ L = {A1, A2, . . . , An} gde su simpleksi Ai ure|eniopadaju}e po dimenziji (odnosno neka je |Ai| ≥ |Ai+1| za sve i ∈ [n]). Nekaje K0 = K i neka je Ki = (Ki−1 \ {Ai}) ∪ {V \ Ai}. Da bi dokazalida je K0, K1, . . . , Kn dobar niz uzastopnih rekonstrukija, dovoqno je dapoka`emo da je Ai glavni simpleks kompleksaKi−1.Prvo, primetimo da je A1 glavni simpleks kompleksa K0 = K. Usuprotnom, postojao bi simpleksB ∈ K takav da jeA1 ⊂ B a ovaj simpleksbi pripadao i kompleksu L jer je |B| > |Ai| za sve i ∈ [n]. Kako je L sim-pliijalni kompleks, dobijamo da simpleks A1 tako|e pripada kompleksu
L {to nije mogu}e. Otuda, A1 mo`e da bude prestrojen pa je po Tvr|ewu 3.1kompleksK1 auto-dualan.Pretpostavimo induktivno da je Ai−1 glavni simpleks kompleksaKi−2odnosno da je i Ai−1 auto-dualan simpliijalni kompleks.Ako Ai nije glavni simpleks kompleksa Ki−1 = (K \ {A1, . . . , Ai−1}) ∪
{V \A1 . . . , V \Ai−1}, tada bi postojao simpleksB ∈ Ki−1 takav daAi ⊂ B.Znamo da Ai ne pripada kompleksu L pa, simpleks B tako|e ne mo`e dapripada kompleksu L. Otuda, B je simpleks familije K \ L takav da je
|B| > |Ai| {to na osnovu konstrukije zn~i da je B jedan od simpleksa
A1, . . . , Ai−1. Me|utim, ovi simpleksi ne pripadaju kompleksuKi−1.Na kraju, kako suK i L auto-dualni, po Teoremi 2.3 dobijamo da je:
A ∈ K \ L ⇔ A ∈ K ∧ A 6∈ L ⇔ V \ A 6∈ K ∧ V \ A ∈ L ⇔ V \ A ∈ L \K.Otuda je L \K = {V \ Ai | i ∈ [n]} pa dobijamo da je:
Kn = (K \{A1, . . . , An})∪{V \A1 . . . , V \An} =

(
K \(K \L)

)
∪(L\K) = L.Ovo kompletira dokaz.Dakle, proizvoqan auto-dualan simpliijalni kompleks u ambijentu

V mo`e da se se dobije od bilo kojeg auto-dualnog kompleksaK ⊂ 2V nizomrekonstrukija. 34



Primer 3.1. Kompleks ∆{1,2} je na osnovu Primera 2.4 auto-dualan u am-bijentu [3]. On ima samo jedan glavni simpleks {1, 2} i wegovim prestro-javawem dobijamo kompleks ([3]
1

) koji je tako|e autodualan u ambijentu [3]i ima 3 glavna simpleksa {1}, {2} i {3}. Ako rekonstrui{emo komleks(
[3]
1

), prestrojavawem simpleksa {1} ili {2} ili {3}, dobijamo komplekse
∆{2,3} ili ∆{1,3} ili ∆{1,2} takve da wihovom rekonstrukijom ponovo do-bijamo kompleks ([3]

1

). Tako zakqu~ujemo da u ambijentu [3] postoje ta~no 4auto-dualna kompleksa∆{1,2},∆{2,3},∆{1,3},
(
[3]
1

)
.Kao{to smo videli u Primeru 3.1, uzastopnim rekonstrukijama datogauto-dualnog kompleksa nekada dobijemo iste simpliijalne komplekse.Zato, da bi analizirali rekonstrukije koje proizvode razli~ite kom-plekse, uvodimopojam grafarekonstrukija (D[n],NGn) (ili ukratko grafasusedstva NGn). ^vorovi ovog grafa su svi auto-dualni simpliijalnikompleksi u ambijentu [n] a grane odgovaraju parovima kompleksa {K,L}gde je simetri~na razlika kompleksa K i L jednaka {A, [n] \ A}. Drugimre~ima, kompleksiK i L su povezani granom akko kompleksK mo`e da sedobije od kompleksa L prestrojavawem simpleksa A ili kompleks L mo`eda se dobije od kompleksa K prestrojavawem simpleksa [n] \ A. Grafovi

NG3 i NG4 su prikazani na Figuri 11.

Figura 11: GrafoviNG3 iNG4.Primetimo da na osnovu Tvr|ewa 3.2, u grafu NGn, auto-dualni kom-pleksi K i L mogu da se pove`u putem du`ine |K \ L| a kao {to }emouskoro da poka`emo, ne postoji kra}i put koji povezuje K i L. Tako|e,stepen ~voraK grafaNGn jednak je broju glavnih simpleksa kompleksaKjer rekonstrukije dobijene prestrojavawemrazli~itih glavnih simpleksaproizvode razli~ite simpliijalne komplekse.35



Tvr|ewe 3.3. Neka je n ∈ N proizvoqno.(1) Proizvoqan put {K0, K1, . . . , Km} u grafu NGn koji povezuje komplekse
K i L je takav da jem ≥ |K \ L| im ≡ |K \ L| mod 2.(2) Sve petqe grafa NGn su parne du`ine..Dokaz: Neka je {K0, K1, . . . , Km} niz rekonstrukija dobijenih prestroja-vawem simpleksa {A1, . . . , Am} redom. Tada, Km = (K0 \ {A1, . . . , Am}) ∪

{[n] \ A1 . . . , [n] \ Am}, a kako je Km = L i K0 = K, familija simpleksa
K \ L mora da bude sadr`ana u skupu {A1, . . . , Am} {to potvr|uje da je
|K \ L| ≤ m. Tako|e, ako postoji i ∈ [m] tako da simpleks Ai nije jedanod simpleksa razlikeK \L, tada skup {A1, . . . , Am} mora da sadr`i i sim-pleks [n] \Ai jer bi u suprotnomKm = L sadr`ao [n] \Ai {to nije mogu}e.Ovo dokazuje tvr|ewe (1) a tvr|ewe (2) je o~igledna posledia.Kako su sve petqe u grafu NGn parne du`ine, kao poslediu dobijamoslede}e tvr|ewe.Posledia 3.1. Graf susedstva NGn je bipartitan za sve n ∈ N.

Figura 12: GrafNG5 sa 81 ~vorova.Analiza osobina grafa NGn mo`e da otkrije mnoge osobine auto-dualnih simpliijalnihkompleksa,posebnobroj razli~itih auto-dualnihkompleksa u datom ambijentu. 36



Tehnikadobijawaauto-dualnihkompleksametodomrekonstrukije nijeprevi{e tehni~ki zahtevna i mo`e da se isprogramira na ve}ini program-skih jezika. Radi formirawa baze za istra`ivawe, u programskom paketu
Wolfram Mathematica konstruisan je aloritam pomo}u kojeg su dobijenisvi auto-dualni simpliijalni kompleksi u ambijentima dovoqno malekardinalnosti. Graf susedstva auto-dualnih kompleksa u ambijentu [5]dobijenih pomo}u ra~unara je prikazan na Figuri 12.Na ovaj na~in dobijena je vrlo velika baza razli~itih auto-dualnihkompleksa. Me|utim, metodom rekonstrukije ne mogu da se prepoznajuizomorfni simpliijalnikompleksi. Radioptimizaije dobijenihrezul-tata, u nastavku }e da bude opisan novi metod konstrukije auto-dualnihkompleksa koji zna~ajno pojednostavquje wihovu kombinatornu klasi-fikaiju.3.2 Operator korenaU ovom odeqku uvodimo operator korena, glavni alat za daqu analizuauto-dualnih simpliijalnih kompleksa.Kao {to smo videli u Tvr|ewu 3.2, svaki par auto-dualnih kompleksa uambijentu [n] mo`e da se pove`e u grafu susedstvaNGn nizom auto-dualnihsimpliijalnih kompleksa. U ovom odeqku analizira}emo nizove kojipo~iwu auto-dualnim kompleksom∆[n−1].Prvo uvodimo definiiju standardnog �komplement� operatora fami-lije skupovaCn : 22

[n] → 22
[n] sa:(3.1) C

n(K) = {[n] \ A | A ∈ K}.Ako 2[n] posmatramokaofamiliju parijalno ure|enurelaijominkluz-ije, operator C
n mo`emo prirodno da interpretiramo kao simetriju uodnosu na entar poseta kao {to je prikazano na Figuri 13.Nekoliko elementarnih svojstava komplement operatora navodimo uslede}oj lemi radi budu}ih refereni.Lema 3.1. Neka su K i L proizvoqne familije skupova u ambijentu [n].Operator Cn ima slede}a svojstva:(1) Ako je K ⊆ L tada je Cn(K) ⊆ C

n(L).(2) Za proizvoqnu operaiju ⋄ ∈ {∪,∩, \} va`iCn(K ⋄L) = C
n(K)⋄Cn(L).(3) Familija K je simpliijalni kompleks akko(

∀A ∈ C
n(K)

)(
∀B ⊆ [n]

)
A ⊆ B ⇒ B ∈ C

n(K).37



(4) C
n
(
C

n(K)
)
= K.(5) C

n(2[n] \K) = 2[n] \Cn(K).(6) Za sve m ≥ n, Aleksanderov dual K̂ [m] simpliijalnog kompleksa K jejednak Cm(2[m] \K).Dokaz: Svojstva (1) do (3) su elementarneposledie definiije komplementoperatora. Za svojstvo (4), dovoqno je da primetimo da je A ⊂ B akko je
[n] \A ⊂ [n] \B. Otuda, familijaK invarijantna u odnosu na potskupoveakko je familijaCn(K) invarijantna u odnosu na natskupove.Za svojstvo (5), primetimo da je na osnovu svojstva (2) rezultat kom-plement operatora C

n(2[n] \ K) jednak C
n(2[n]) \ C

n(K) a o~igledno je
C

n(2[n]) = 2[n].Za svojstvo (6), po Definiiji 2.1, znamo da je Aleksanderov dual kom-pleksa K u ambijentu [m] jednak {[m] \ A | A ∈ 2[m] \ K} a ovo je po (3.1)upravoC
m(2[m] \K).

Figura 13: OperatorC
5 primewen na∆[3].Primetimo da je na osnovu svojstva (5) Leme 3.1 Aleksanderov dualkompleksaK u ambijentu [m] tako|e jednak 2[m] \Cm(K).Lema 3.2. Neka su K i L simpliijalni kompleksi u ambijentu [n] i m ≥ n.Tada:(1) K̂ ∪ L

[m]
= K̂ [m] ∩ L̂[m],(2) K̂ ∩ L

[m]
= K̂ [m] ∪ L̂[m]. 38



Ako je K ⊆ 2[n] simpliijalni kompleks i L ⊆ 2[n] familija skupova takvada je K \ L simpliijalni kompleks tada je:(3) K̂ \ L
[m]

= K̂ [m] \Cm(L).Dokaz: Koriste}i osobine (2) i (5) Leme 3.1 dobijamo:(1) K̂ ∪ L
[m]

= 2[m] \Cm(K ∪ L) = 2[m] \
(
C

m(K) ∪C
m(L)

)

=
(
2[m] \Cm(K)

)
∩
(
2[m] \Cm(L)

)
= K̂ [m] ∩ L̂[m],(2) K̂ ∩ L

[m]
= 2[m] \Cm(K ∩ L) = 2[m] \

(
C

m(K) ∩C
m(L)

)

=
(
2[m] \Cm(K)

)
∪
(
2[m] \Cm(L)

)
= K̂ [m] ∩ L̂[m],(3) K̂ \ L

[m]

= 2[m] \Cm(K \ L) = 2[m] \
(
C

m(K) \Cm(L)
)

= 2[m] \
(
C

m(K) ∩
(
2[m] \Cm(L)

))

=
(
2[m] \Cm(K)

)
∪C

m(L) = K̂ [m] ∪C
m(L).Tvr|ewe 3.2 nam pokazuje da je simetri~na razlika proizvoqnih auto-dualnih kompleksaK iL u ambijentu [n] jednaka (L\K)∪Cn(L\K). Umestokompleksa L koristi}emo simpliijalni kompleks ∆[n−1] = 2[n−1] koji jeauto-dualan u ambijentu [n]. U nastavku }emo da analiziramo familijesimpleksa koje se javqaju kao razlika 2[n−1] \K za proizvoqanK ∈ D[n].Tvr|ewe 3.4. Neka je K auto-dualan simpliijalni kompleks u ambijentu

[n]. Tada, familija simpleksa C
n−1(2[n−1] \K) je pod-dualan simpliijalnikompleks u ambijentu [n− 1].Dokaz: Neka je A ∈ 2[n−1] \ K proizvoqan i B ⊆ [n − 1] takav da je

A ⊆ B. Tada, kako simpleks A ne pripada simpliijalnom kompleksu
K, simpleks B tako|e ne pripada kompleksu K {to zna~i da B pripadafamiliji 2[n−1] \ K. Ovo po Lemi 3.1, svojstva (3) i (4), dokazuje da je
C

n−1(2[n−1] \K) simpliijalni kompleks.Da bi dokazali da je ovaj kompleks pod-dualan, proverimo svojstvo (1)Teoreme 2.3. Neka je A ⊆ [n − 1] simpleks takav da A i wegov komplement
[n−1]\A pripadajufamilijiCn−1(2[n−1]\K). Ako primenimo komplementoperator na inkluziju {A, [n−1]\A} ⊂ C

n−1(2[n−1]\K), koriste}i svojstva(1) i (4) Leme 3.1 dobijamo {[n − 1] \ A,A} ⊂ 2[n−1] \ K, {to impliirada simpleksi A i [n − 1] \ A ne pripadaju K. Kako je K simpliijalnikompleks, to zna~i da A ∪ {n} i [n − 1] \ A = [n] \ (A ∪ {n}) tako|e nepripadaju kompleksu K {to po Teoremi 2.3 protivure~i pretpostavi daje kompleksK auto-dualan u ambijentu [n].Otuda, svakom auto-dualnom kompleksu u ambijentu [n] mo`emo da do-delimo pod-dualan kompleks u ambijentu [n− 1].39



Definiija 3.1. Operator korena je preslikavawe √ : D[n] → SD[n−1] kojedefini{emo sa: √
K = C

n−1(2[n−1] \K).Primetimo da, imaju}i u vidu svojstvo (6) Leme 3.1, koreni kompleksauto-dualnog simpliijalnog kompleksa u ambijentu [n] mo`emo da posma-tramo kao wegov Aleksanderov dual u mawem ambijentu [n−1]. Dokaza}emoda je ovaj operator bijektivan tako {to }emo da konstrui{emo wegov in-verzni operator.Ako uzmemo u obzir Tvr|ewe 3.2, komplementaran skup pod-dualnomkomplepksu u ambijentu [n − 1] treba da bude oblika 2[n−1] \ K za nekikompleks K ∈ D[n]. Ova opservaija nam omogu}ava da formuli{emoslede}e tvr|ewe.Tvr|ewe 3.5. Ako je K proizvoqan pod-dualan simpliijalni kompleks u am-bijentu [n − 1], tada, familija L =
(
2[n−1] \ C

n−1(K)
)
∪ C

n
(
C

n−1(K)
) jeauto-dualan simpliijalni kompleks u ambijentu [n].Dokaz: Kao u dokazu Tvr|ewa 3.2, kako je ∆[n−1] = 2[n−1] auto-dualan uambijentu [n], dovoqno je da poka`emo da kompleks L mo`e da se dobije odkompleksa∆[n−1] prestrojavawem simpleksa koji pripadaju skupuCn−1(K).Prvo, primetimo da jeCn

(
C

n−1({A})
)
= {[n]\([n−1]\A)} = {A∪{n}}.Neka jeCn(K) = {[n− 1] \A1, . . . , [n− 1] \Ak} gde je |Ai+1| ≤ |Ai| za sve

i ∈ [k − 1]. Neka jeK0 = ∆[n−1] iKi =
(
Ki−1 \ {[n− 1] \Ai}

)
∪
{
Ai ∪ {n}

}.Tada, kompleksiKi su oblika:
Ki =

(
2[n−1] \ {[n− 1] \ A1, . . . , [n− 1] \ Ai}

)
∪
{
A1 ∪ {n}, . . . , Ai ∪ {n}

}
.Poka`imo da je simpleks [n − 1] \ Ai glavni simpleks kompleksa Ki−1indukijom. Naravno, simpleks [n− 1] \Ai pripada kompleksuKi−1. Kakoje A1 = ∅, imamo da je [n− 1] \A1 = [n− 1] a ovaj simpleks je jedini glavnisimpleks kompleksaK0 = ∆[n−1]. Pretpostavimoda [n−1]\Ai nije glavni u

Ki−1 odnosno da postoji simpleksB ∈ Ki takav da je [n−1]\Ai ⊂ B. Kako je
K simpliijalni kompleks, po Lemi 3.1 svojstvo (3), svi simpleksi skupa
2[n−1] koji sadr`e simpleks Ai moraju da pripadaju familiji simpleksa
{[n − 1] \ A1, . . . , [n − 1] \ Ai−1} jer je |B| > |[n] \ Ai| ≥ |[n] \ Aj | za sve
j ∈ [i−1]. OtudaB 6∈ 2[n−1]{to zna~i da simpleksB, da bi bionadsimplekssimpleksa [n−1]\Ai, mora da bude jedan od simpleksa {A1∪{n}, . . . , Ai−1∪
{n}

}. Ako je, na primer, B = Aj ∪ {n} odnosno [n] \ Ai ⊂ Aj ∪ {n} za neko
j < i, dobijamo da Ai ⊃ [n] \ (Aj ∪ {n}) a po{to n 6∈ Aj dobijamo da
Ai ⊃ [n− 1] \Aj . Kako Ai ∈ K dobijamo da [n− 1] \Aj pripada kompleksu40



K. Dakle Aj i [n − 1] \ Aj pripadaju kompleksu K ali to po Teoremi 2.3protivure~i pretpostavi da je kompleksK pod-dualan.Otuda,Ai je glavni simpleks kompleksaKi−1 {to na osnovu Tvr|ewa 3.1dokazuje da su svi kompleksiKi auto-dualni u ambijentu [n], ukqu~uju}i i
Kk = L.Prethodno tvr|ewe nam omogu}ava da defini{emo novi operator.Definiija 3.2. Operator nadgradwe je preslikavawe Λ : SD[n−1] → D[n]koje defini{emo sa

ΛK =
(
2[n−1] \Cn−1(K)

)
∪C

n
(
C

n−1(K)
)
.Simpliijalni kompleks ΛK }emo da zovemo dualna nadgradwa kom-pleksaK. Kasnije u Poglavqu 3.3 }e da budu date nove, verovatno elegant-nije varijante operatora√ i Λ.Poka`imo sada da je Λ : SD[n−1] → D[n] upravo inverzni operatoroperatora√.Neka je K ∈ D[n] proizvoqan. Koriste}i tvr|ewa Leme 3.1, dobijamoslede}i niz jednakosti

Λ ◦ √(K) = Λ
(
C

n−1(2[n−1] \K)
)

=
[
2[n−1] \Cn−1

(
C

n−1(2[n−1] \K)
)]

∪C
n
[
C

n−1
(
C

n−1(2[n−1] \K)
)]

=
(
2[n−1] \ (2[n−1] \K)

)
∪C

n(2[n−1] \K)

= (K ∩ 2[n−1]) ∪C
n(2[n−1] \K).Kako su kompleksi 2[n−1] iK auto-dualni u ambijentu [n], na osnovuTeoreme2.3 imamo da je:

A ∈ C
n(2[n−1] \K) ⇔ [n] \ A ∈ 2[n−1] \K ⇔ ([n] \ A ∈ 2[n−1] ∧ [n] \ A 6∈ K)

⇔ (A 6∈ 2[n−1] ∧ A ∈ K) ⇔ A ∈ K \ 2[n−1].OtudaCn(2[n−1] \K) = K \ 2[n−1] pa dobijamo da je:
Λ ◦ √(K) = (K ∩ 2[n−1]) ∪ (K \ 2[n−1]) = K.Dakle, kompoziija Λ ◦ √ je identi~ko preslikavawe.Pre nego{toistra`imo kompoziiju√◦Λ, doka`imo jo{par svojstavakomplement operatoraCn. 41



Lema 3.3. Neka je K ⊆ 2[n] proizvoqna familija skupova. Tada, za svako
m ≥ n va`i:(1) C

m ◦Cn(K) = {A ∪ ([m] \ [n]) | A ∈ K};(2) C
n ◦Cm ◦Cn = C

n.Dokaz: Pomo}u definiije (3.1) dobijamo:(1)Cm
(
C

n(K)
)
= {[m]\([n]\A) | A ∈ K} = {[m]\

(
[m]\

[
(A∪([m]\ [n])

])
|

A ∈ K} = {A ∪ ([m] \ [n]) | A ∈ K}.(2)Cn ◦
(
C

m ◦Cn(K)
)
= {[n]\

(
A∪ ([m]\ [n])

)
| A ∈ K} = {([n]\A)∩

(
[n]\

([m]\[n])
)
| A ∈ K} = {([n]\A)∩[n] | A ∈ K} = {[n]\A | A ∈ K} = C

n(K).Sada, neka je K ∈ SD[n−1] proizvoqan. Koriste}i Leme 3.1 i 3.3 dobi-jamo:
√ ◦ Λ(K) = C

n−1
(
2[n−1] \ Λ(K)

)
= 2[n−1] \Cn−1

(
Λ(K)

)

= 2[n−1] \Cn−1
[(
2[n−1] \Cn−1(K)

)
∪C

n
(
C

n−1(K)
)]

= 2[n−1] \
[
C

n−1
(
2[n−1] \Cn−1(K)

)
∪C

n−1
(
C

n(Cn−1(K))
)]

= 2[n−1] \
[
2[n−1] \Cn−1

(
C

n−1(K)
)
∪C

n−1(K)
]

= 2[n−1] \
[
(2[n−1] \K) ∪C

n−1(K)
]

=
[
2[n−1] \ (2[n−1] \K)

]
∩
[
2[n−1] \

(
C

n−1(K)
)]

= K ∩ K̂ [n−1] = K.Posledwa jednakost va`i jer po Definiiji 2.3 kompleks jeK potkom-pleks kompleksaK [n−1].Suma sumarum, dobili smo slede}e tvr|ewe.Tvr|ewe 3.6. Operator korena √
: D[n] → SD[n−1] je bijektivan a wemuinverzni je operator nadgradwe Λ : SD[n−1] → D[n].Slede}a teorema je momentalna posledia prethodnog tvr|ewa.Teorema 3.1. Broj auto-dualnih simpliijalnih kompleksa u ambijentu [n]jednak je broju pod-dualnih simpliijalnih kompleksa u ambijentu [n− 1].Dakle, svaki auto-dualan simpliijalni kompleks u ambijentu [n] mo-`emo da dobijemo nadgradwom pod-dualnih kompleksa u ambijentu [n− 1].Jo{ jedna kombinatorno zanimqiva primena Teoreme 3.1 }e da bude data uPoglavqu 5. 42



3.3 Geometrijski opis operatora√ i ΛU ovom odeqku dajemo elegantniji opis operatora √ i Λ pomo}u kon-epata uvedenih u Poglavqu 1.2.Prvo navodimo novu kombinatornu tehniku za nala`ewe linka proiz-voqnog simpleksa u datom simpliijalnom kompleksu.Lema 3.4. Za dati simpliijalni kompleks K ⊆ 2V i proizvoqan simpleks
A ∈ K, potkompleks Lk(A) formiraju svi simpleksi B ∈ K koji ne sadr`esimpleks A takvi da je A ∪ B ∈ K.Dokaz: Koriste}i Definiiju 1.5 dobijamo slede}i niz ekvivalenija

B ∈ Lk(A) ⇔ B ∈ Nh(A) \ st(A) ⇔ B ∈ Nh(A) ∧ B 6∈ st(A)

⇔ B ⊆ F ∧ F ∈ st(A) ∧A 6⊆ B ⇔ B ⊆ F ∧ A ⊆ F ∧ F ∈ K ∧A 6⊆ B

⇔ B ∪A ⊆ F ∧ F ∈ K ∧A 6⊆ B.Otuda, Lk(A) = {B ∈ K | A 6⊆ B,B ∪A ∈ K}.Tvr|ewe 3.7. Za proizvoqan auto-dualan kompleks K u ambijentu [n] va`i:
√
K = Lk({n}).Dokaz: Neka je K ⊆ 2[n] auto-dualan simpliijalni kompleks i neka je

A ∈ √
K proizvoqan simpleks. Tada, po Definiiji 3.1, simpleks Apripada kompleksuCn−1(2[n−1]\K) pa je oblika [n−1]\B gde jeB ⊆ [n−1]i B 6∈ K. Kako je kompleks K auto-dualan u ambijentu [n] i B 6∈ K, poTeoremi 2.3 simpleks [n] \ B pripada simpliijalnom kompleksu K {tozna~i da i wegov potsimpleks [n − 1] \ B = A tako|e pripada K. Kako je

A ⊆ [n− 1] on ne sadr`i vrh {n}. Dakle, simpleks A je takav da {n} 6⊆ A i
A∪ {n} = ([n− 1] \B) ∪ {n} = [n] \B ∈ K {to po Lemi 3.4 impliira da
A ∈ Lk({n}). Otuda√K ⊆ Lk({n}).Neka je A ∈ Lk({n}) proizvoqan. Tada, na osnovu Leme 3.4, A je sim-pleks kompleksaK takav da {n} 6⊆ A iA∪{n} ∈ K. Kako jeK auto-dualanu ambijentu [n], po Teoremi 2.3 simpleks [n] \ (A ∪ {n}) = [n − 1] \ A nepripada kompleksu K. Otuda, [n − 1] \ A ∈ 2[n−1] \K a po jedna~ini (3.1)dobijamo da je A ∈ C

n−1(2[n−1] \K) =
√
K. Dakle, Lk({n}) ⊆ √

K.Sada navodimo novi opis operatora nadgradwe Λ.Tvr|ewe 3.8. Ako je K proizvoqan pod-dualan simpliijalni kompleks u am-bijentu [n− 1], tada
ΛK = K̂ [n−1] ∪ CKgde je konus CK dobijen spajawem kompleksa K i kompleksa ∆{n}.43



Dokaz: Neka jeK proizvoqan pod-dualan kompleks u ambijentu [n− 1]. PoDefiniiji 3.2, simpliijalni kompleks ΛK je oblika:
(
2[n−1] \Cn−1(K)

)
∪C

n
(
C

n−1(K)
)
.Na osnovu Leme 3.1 (svojstvo (6)), prvi deo unije 2[n−1] \Cn−1(K) je upravo

K̂ [n−1], Aleksanderovdual kompleksaK u ambijentu [n−1]. Drugi deo unije,
C

n(Cn−1(K)) je na osnovu Leme 3.3 zapravo familija {A ∪ {n} | A ∈ K}.Na kraju, kako je K pod-dualan u ambijentu [n − 1] odnosno K ⊂ K̂ [n−1],auto-dualan kompleks ΛK mo`emo da predstavimo sa:
ΛK = K̂ [n−1] ∪ {A ∪ {n} | A ∈ K} ∪K

= K̂ [n−1] ∪ {A ∪ {n} | A ∈ K} ∪ {A ∪ ∅ | A ∈ K}
= K̂ [n−1] ∪K ∗ {∅, {n}} = K̂ [n−1] ∪K ∗∆{n}.Dakle, i operator Λ ima jednostavnu formu. Primetimo da, kako je

K ⊆ K̂, dualna nadgradwa kompleksaK odnosno simpliijalni kompleks
K̂ [n−1]∪CK ima geometrijsku realizaiju koja je homotopski ekvivalentnafaktor prostoru ||K̂||/||K||.3.4 Kombinatorna struktura auto-dualnih kompleksaU ovom odeqku dajemo generalnije verzije fundamentalnih relaija 3.7i 3.8 koje su pogodnije za prakti~nu primenu.Potsetimo se da po Definiiji 1.4, ambijenti izomorfnih simpli-ijalnih kompleksa moraju da budu iste kardinalnosti. Radi pogodnijeanalize, pretpostavqa se da su ambijenti minimalni.Neka je K proizvoqan simpliijalni kompleks u ambijentu V gde je
|V | = n. Tada, za proizvoqan vrh {v} ∈ V postoji bijekija π : V → [n]koja v preslikava u n. Otuda, π(K) = {π(A) | A ∈ K} je simpliijalnikompleks u ambijentu [n] koji je izomorfan kompleksu K. Tada, kompleks
K je pod-dualan (auto-dualan) u ambijentu V , akko je kompleks π(K) pod-dualan (auto-dualan) u ambijentu [n]. Ova opservaija nam omogu}ava da sverezultate Poglavqa 3.2 i 3.3 koji va`e za kompleks π(K) ⊆ 2[n] prenesemona kompleks K ⊆ 2V . Tako|e, proizvoqan vrh {v} ⊆ V mo`e da odigraulogu istaknutog vrha n.Posledia 3.2. Neka je K auto-dualan kompleks u ambijentu V . Tada,za proizvoqno {v} ⊂ V , simpliijalni kompleks Lk({v}) je pod-dualan uambijentu V \ {v}. 44



Dakle, koreni kompleks auto-dualnog simpliijalnog kompleksa mo`eda bude link bilo kojeg wegovog temena.Posledia 3.3. Ako jeK pod-dualan kompleks u ambijentu V , tada K̂V ∪CKje auto-dualan simpliijalni kompleks u ambijentu V ∪ {v}, pri tom je
CK = K ∗ ∆{v} za proizvoqno v 6∈ V . Speijalno, ako je K auto-dualanu ambijentu V i v 6∈ V , tada simpliijalni kompleks CK = K ∗ ∆{v} jeauto-dualan u ambijentu V ∪ {v}.Dokaz: Ako je K ⊆ 2V auto-dualan tada je wegova dualana nadgradwasimpliijalni kompleks:

K̂V ∪K ∗∆{v} = K ∪K ∗∆{v} = K ∗∆{v}.Sada navodimo teoremu koja nam daje novi uvid u u kombinatornu struk-turu auto-dualnih simpliijalnih kompleksa.Teorema 3.2. Ako je simpliijalni kompleks K u ambijentu V auto-dualan,tada, za svako {v} ⊂ V va`i:
K = ̂Lk({v})

V \{v}
∪ CLk({v})gde je CLk({v}) = Lk({v}) ∗∆{v}.Dokaz: Neka je K ⊆ V auto-dualan i neka je |V | = n. Tada, za proizvoqno

v ∈ V postoji bijekija π : V → [n] takva da je π(v) = n. Kako su poTvr|ewu 3.6 operatori√ i Λ jedan drugom inverzni a kompleks π(K) auto-dualan u ambijentu [n], dobijamo da je π(K) = Λ ◦ √(
π(K)

). Koriste}iTvr|ewa 3.8 i 3.7 zakqu~ujemo da je
π(K) = ̂Lk({n})

[n−1]

∪
(
Lk({n}) ∗∆{n}

)
.Ako na prethodnu jednakost primenimo simpliijalno preslikavawe

π−1 dobijamo da je K = ̂Lk({v})
V \{v}

∪ CLk({v}).Slede}i primer je dobra ilustraija Teoreme 3.2.Primer 3.2. Kao {to smo se uverili u Primeru 2.2, kompleks (
[2k+1]

k

) jeauto-dualan u ambijentu [2k + 1]. Ako pomo}u Leme 3.4 potra`imo linktemena {2k + 1} u kompleksu ([2k+1]
k

) dobijamo:
Lk({2k + 1}) =

{
A ⊂ [2k] | A ∪ {2k + 1} ∈

(
[2k + 1]

k

)}45



= {A ⊂ [2k] | |A ∪ {2k + 1}| ≤ k} =

(
[2k]

k − 1

)
.Po Primeru 2.1, znamo da je (̂ [2k]

k−1

)[2k]
=

(
[2k]

2k−(k+1)−1

)
=

(
[2k]
k

). Spajawemsimpliijalnog kompleksa (
[2k]
k−1

) sa kompleksom ∆{2k+1} = {∅, {2k + 1}}dobijamofamiliju koja sadr`i sve potskupove skupa [2k+1] kardinalnostinajvi{e k i kojima element 2k + 1 pripada. Tako dobijamo da je:
̂Lk({2k + 1})

[2k]

∪ CLk({2k + 1})

=

(
[2k]

k

)
∪
{
A ∈

(
[2k] + 1

k

)
| 2k + 1 ∈ A

}
=

(
[2k + 1]

k

)
.3.5 Kombinatorna klasifikaija auto-dualnih kompleksaAnalizom Teoreme 3.2 mo`emo da zakqu~imo da je svaki auto-dualnisimpliijalni kompleks u ambijentuV potpuno odre|en linkom bilo kojegtemena v ∈ V . U ovompoglavqu, link temena {v} u kompleksuK ozna~avamosa LkK({v}).Familije SD[n−1] iD[n] mo`emo da posmatramo kao kategorije u kojimasu morfizmi kombinatorne ekvivalenije odnosno izomorfizmi simpli-ijalnih kompleksa.Neka su K,L ⊆ 2[n] proizvoqni kompleksi familije D[n] i π : K → Lizomorfizam. Tada mo`emo da defini{emo simpliijalno preslikavawe√

π :
√
K → L kao prostu restrikiju preslikavawa π na potkompleks√

K = LkK(n). Me|utim, slika preslikavawa √
π ne mora da bude √

Lodnosno link temena {n} u kompleksu L. Otuda, da bi definisali funktor√, moramo da se ograni~imo na preslikavawakojima je temenfiksna ta~kaali ovo nije dobro za prakti~ne primene. Na primer, linkovi temena n ukompleksima∆[n−1] i∆[n]\{1} su redom {∅} i∆[n]\{1,n} koji nisu izomorfnisimpliijalni kompleksi.Otuda, operator √ ne mo`e da poslu`i kao dobar funktor. Za sadamo`emoda tvrdimoda ako jeπ : K → Lizomorfizam, i v ∈ [n]proizvoqno,tada je restrikija preslikavawa πv : [n] \ {v} → [n] \ {π(v)} izomorfizamsimpliijalnih kompleksa LkK({v}) i LkL({π(v)}).Primetimo da operator korena ima sli~an problem kao i klasi~ankoren na skupu kompleksnih brojeva koji se kategori{e kao �vi{ezna~nafunkija�. 46



Neka su sada K i L pod-dualni simpliijalni kompleksi u ambijentu
[n − 1] i neka je π : [n − 1] → [n − 1] izomorfizam kompleksa K i L.Defini{emo preslikavawe Λπ : [n] → [n] sa:

Λπ =

{
π(v), v ∈ [n− 1],

n, v = n.Poka`imo da je Λπ izomorfizam kompleksa ΛK = K̂ [n−1] ∪ K ∗ ∆{n}i ΛL = L̂[n−1] ∪ L ∗ ∆{n}. Prvo, na osnovu Leme 2.2, preslikavawe πje izomorfizam kompleksa K̂ [n−1] i L̂[n−1]. Otuda, da bi dokazali da je
Λπ izomorfizam kompleksa ΛK i ΛL, dovoqno je da poka`emo da je Λπizomorfizam kompleksaK ∗∆{n} i L ∗∆{n}. Neka je A ⊆ [n] proizvoqan.Ako n 6∈ A, simpleks A pripada K akko Λπ(A) = π(A) pripada kompleksu
L (jer π : K → L je izomorfizam) {to dokazuje da A ∈ K ∗ ∆{n} akko
Λπ(A) ∈ K ∗ ∆{n}. Ako n ∈ A, simpleks A pripada kompleksu K ∗ ∆{n}akko A = B ∪ {n} za neki B ∈ K. Kako je π : K → L izomorfizam,prethodno je ekvivalentno uslovu da π(B) pripada kompleksu L odnosnoda π(B) ∪ {n} pripada kompleksu L ∗ ∆{n}. Otuda, A = B ∪ {n} pripada
K ∗ ∆{n} akko π(B) ∪ {n} = Λπ(B ∪ {n}) = Λπ(A) pripada kompleksu
L ∗∆{n}.Ovim smo dokazali da dijagram:

K
π−−→ L

↓ ↓
ΛK

Λπ−−→ ΛLkomutira i da je Λπ izomorfizam.Dakle, preslikavawe Λ mo`emo da posmatramo i kao kovarijantanfunktor iz kategorije pod-dualnih simpliijalnih kompleksa u ambi-jentu [n− 1] sa izomorfizmima u kategoriju auto-dualnih simpliijalnihkompleksa u ambijentu [n] sa izomorfizmima. Ovim smo dokazali glavnuteoremu ovog poglavqa:Teorema 3.3. Auto-dualni simpliijalni kompleksi K ⊆ 2V i L ⊆ 2W , gdeje |V | = |W |, su kombinatorno ekvivalentni akko postoje vrhovi {v} ∈ K i
{w} ∈ L takvi da su LkK({v}) i LkL({w}) kombinatorno ekvivalentni.Prethodna teorema zna~ajno pojednostavquje kombinatornu klasifi-kaiju auto-dualnih simpliijalnih kompleksa. Standardna provera kom-binatorne ekvivalentnosti podrazumeva pronala`ewe bijekije ambijent-nih skupova koja zadovoqavaDefniiju 1.4. Ako je kardinalnost ambijenta47



n, postojin! potenijalnih bijekija. Kako link temena {v} ne sadr`i {v},Teorema 3.3 smawuje broj potenijalnih bijekija na (n − 1)!. Naravno,najprakti~nije je na}i vrh datog auto-dualnog kompleksa ~iji link imanajmawi broj temena i uporediti ga sa linkom vrha drugog kompleksa saistim brojem temena.Teorema 3.3 nam tako|e omogu}ava da efikasno odredimo sve neizo-morfne auto-dualne komplekse u ambijentu [n]. Po teoremi, dovoqnoje da odredimo neizomorfne pod-dualne komplekse u ambijentu [n − 1] aneizomorfni auto-dualni kompleksi }e da budu me|u wihovim dualnimnadgradwama. Pri tom, Teorema 3.3 ne garantuje da se dualnim nadgrad-wama neizomorfnih pod-dualnih kompleksa dobijaju neizomorfni auto-dualni kompleksi. Na primer, po Tvr|ewu 2.1, kompleksi ([3]
0

)
= {∅} i ([2]

1

)su poddualni u ambijentu [3] i nisu izomorfni. Me|utim, wihove dualnenadgradwe
Λ

(
[3]

0

)
=

(̂
[3]

0

)[3]

∪
(
[3]

0

)
∗∆{4} =

(
[3]

2

)
∪
{
{4}

}
,

Λ

(
[2]

1

)
=

(̂
[2]

1

)[3]

∪
(
[2]

1

)
∗∆{4}

=
̂(

[3]

1

)
\
{
{3}

}[3]

∪
(
[2]

1

)
∗∆{4} =

((̂
[3]

1

)[3]

∪
{
{1, 2}

})
∪
(
[2]

1

)
∗∆{4}

=

(
[3]

1

)
∪
{
{1, 2}, {4}, {1, 4}, {2, 4}

}
=

({1, 2, 4}
2

)
∪
{
{3}

}su izomorfni simpliijalni kompleksi. Otuda, kombinatornom fil-traijom neizomorfnih pod-dualnih kompleksa vr{imo samo delimi~nukombinatornu filtraiju wihovih dualnih nadgradwi.Primer 3.3. U Primeru 3.1 je pokazano da su jedini autodualni kompleksiu ambijentu [3] kompleksi ∆{1,2,3}\{i}, i = 1, 2, 3 i kompleks (
[3]
1

). Otuda,pod-dualni kompleksi u ambijentu [3] su potkompleksi kompleksa famili-je D[3] i to ∆A gde A ∈
(
[3]
2

) zajedno sa kompleksima (
[3]\{i}

1

) gde i = 1, 2, 3.Me|u wima, neizomorfni su:
K0 = {∅}, K1 = ∆{1}, K2 =

(
[2]

1

)
, K3 =

(
[3]

1

)
, K4 = ∆{1,2}.Kao {to smo ve} videli, dualne nadgradwe kompleksa K0 i K2 suizomorfne kompleksu (

[3]
2

)
∪
{
{4}

}. Daqe, dualna nadgradwa kompleksa
K1 je simpliijalni komleks: 48



Λ∆{1} = ∆̂{1}

[3] ∪∆{1} ∗∆{4} =
̂(
3

0

)
∪ {1}

[3]

∪∆{1,4}

=

((̂
3

0

)[3]

\
{
{2, 3}

})
∪∆{1,4} =

((
3

2

)
\
{
{2, 3}

})
∪∆{1,4}

= ∆{1,2} ∪∆{1,3} ∪∆{1,4} =

({2, 3, 4}
1

)
∗∆{1}.Kompleksi K3 i K4 su auto-dualni u ambijentu [3]. Po Posledii3.3 wihove dualne nadgradwe su redom simpliijalni kompleksi Λ

(
[3]
1

)
=(

[3]
1

)
∗∆{4} i Λ∆{1,2} = ∆{1,2} ∗∆{4} = ∆{1,2,4}.Kako su,ΛK1 iΛK3 izomorfni simpliijalni kompleksi, zakqu~ujemoda u ambijentu [4] postoje tri neizomorfna auto-dualna simpliijalnakompleksa koji su prikazani na Figuri 14.

Figura 14: Neizomorfni auto-dualni kompleksi u ambijentu [4].Primer 3.4. Ne izomorfni pod-dualni simpliijalni kompleksi u ambi-jentu [4] su potkompleksi kompleksa (
[3]
2

)
∪
{
{4}

}, ([3]
1

)
∗ ∆{4} i ∆[3] i tosu:

K0 = {∅}, K1 = ∆{1}, K2 =

(
[2]

1

)
, K3 =

(
[3]

1

)
, K4 =

(
[4]

1

)
, K5 = ∆[2],

K6 =

(
[2]

1

)
∗∆{3}, K7 =

(
[3]

2

)
, K8 = K5 ∪

{
{3}

}
, K9 = K5 ∪

{
{3}, {4}

}
,

K10 = K6 ∪
{
{4}

}
, K11 = K7 ∪

{
{4}

}
, K12 = K3 ∗ {4}, K13 = ∆[3].Analognoprethodnomprimeru,kori{}ewemLeme 3.2mo`emodaizra~unamowihove dualne nadgradwe. Tako dobijamo autodualne komplekse:49



Figura 15: Neizomorfni auto-dualni kompleksi u ambijentu [5].
ΛK0 ≈ ΛK7 ≈

(
[4]

3

)
∪
{
{5}

}
,ΛK1 ≈ ΛK6 ≈ ΛK11 ≈

((
[3]

2

)
∪
{
{4}

})
∗∆{5},50



ΛK2 ≈ ΛK8 ≈ ΛK10 ≈ ∆[2] ∗
({3, 4}

1

)
∪
(
[2]

1

)
∗∆{5} ∪

{
{3, 4}},

ΛK3 ≈ ΛK9 ≈
(
[3]

1

)
∗
({4, 5}

1

)
∪∆[3],ΛK4 =

(
[5]

2

)

ΛK5 ≈ ΛK12 =

(
[3]

1

)
∗∆{4,5},ΛK13 = ∆[4].Dakle, u ambijentu [5] postoji 7 neizomorfnih autodualnih simplii-jalnih kompleksa prikazanih na Figuri 15.3.6 f−vektori dualnih nadgradwiSvakom simpliijalnom kompleksu K u ambijentu [n] mo`emo da dode-limo vektor f(K) ∈ Nn koji nazivamo f−vektor (eng. face vector). Ovajvektor broji simplekse kompleksaK iste dimenzije odnosno:(3.2) f(K) = (f0, f1, . . . , fn), fi = |{A ∈ K | dimA = i−1}|, i = 0, 1, . . . , n.Svi simpliijalni kompleksi osim kompleksa K = ∅ sadr`e prazansimpleks te je kod wih f0 = 1. Koordinata f1 predstavqa broj vrhova,koordinata f2 predstavqa broj jednodimenzionalnih simpleksa itd. Tada,Ojlerova karakteristika kompleksaK se ra~una pomo}u formule:(3.3) χ(K) =

n∑

i=1

(−1)i+1fi.Nekoliko jednostavnih osobina f−vektora i Ojlerove karakteristikesu date u slede}oj lemi.Lema 3.5. Za proizvoqne simpliijalne komplekseK iL u ambijentu [n] va`ida je f(K ∪ L) = f(K) + f(L) − f(K ∩ L), {to impliira da je Ojlerovakarakteristika χ(K ∪ L) = χ(K) + χ(L)− χ(K ∩ L).Ako je K simpliijalni kompleks i L ⊆ K proizvoqna familija skupovatada je f(K \ L) = f(K)− f(L).Neka je K ⊆ 2[n] simpliijalni kompleks sa i neka je (f0, f1, . . . , fn)wegov f−vektor. Prisetimo se da je na osnovu Leme 3.1, Aleksanderov dualsimpliijalnog kompleksa K u ambijentu [n] jednak 2[n] \ Cn(K). Otuda,ako potra`imo f−vektor kompleksa K̂ dobijamo:
f(K̂) = f

(
2[n] \ Cn(K)

)
= f

(
2[n]

)
− f

(
Cn(K)

)
.51



Po Definiiji (3.1) znamo da je Cn(K) = {[n] \ A | A ∈ K} pa, i−takoordinata vektora f
(
Cn(K)

) (koju ozna~avamo sa f
(
Cn(K)

)
i
) je jednakabroju simpleksa familijeCn(K) kardinalnosti i a to je upravo fn−i. Takodobijamo deo (1) slede}eg tvr|ewa.Tvr|ewe 3.9. Za proizvoqan simpliijalni kompleksK ⊆ 2[n] sa f−vektorom

(f0, f1, . . . , fn) va`i da je:(1) f(K̂)i =
(
n

i

)
− fn−i za sve i = 0, 1, . . . , n.(2) χ(K̂) = (−1)n+1

(
χ(K)− f0)− fn + 1.(3) Ako je ∅ 6= K ⊂ 2[n], tada je χ(K̂) =

{
χ(K), n ≡ 1 mod 2,

−χ(K) + 2, n ≡ 0 mod 2.Dokaz: Za tvr|ewe (2), ako iskoristimo tvr|ewe (1), dobijamo niz jed-nakosti:
χ(K̂) =

n∑

i=1

f(K̂i) =

n∑

i=1

(−1)i+1

((
n

i

)
− fn−i

)

= −
n∑

i=1

(
n

i

)
(−1)i +

n∑

i=1

(−1)ifn−i = 1−
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i +

n∑

i=1

(−1)−ifn−i

= 1− (−1 + 1)n + (−1)n+1
n∑

i=1

(−1)n−i+1fn−i = 1 + (−1)n+1
n−1∑

i=0

(−1)i+1fi

= 1 + (−1)n+2f0 + (−1)n+1

n∑

i=0

(−1)i+1fi − (−1)2n+2fn

= (−1)n+1
(
χ(K)− f0)− fn + 1Tvr|ewe (3) sledi iz tvr|ewa (2) jer f−vektor simpliijalnog kom-pleksa ∅ 6= K ⊂ 2[n] je takav da je f0 = 1 i fn = 0.Posledia 3.4. Ojlerova karakteristika auto-dulanih kompleksa u ambi-jentu parne kardinalnosti je 1.U nastavku }emo da analiziramo f−vektore dualnih nadgradwi.Tvr|ewe 3.10. Za proizvoqan pod-dualan kompleks K ⊆ 2[n−1] va`i:(1) f(ΛK)i =





1, i = 0,(
n−1
i

)
− fn−1−i + fi−1, i = 1, . . . , n− 1,

0, i = n.52



(2) χ(ΛK) =

{
1, n ≡ 0 mod 2,

−2χ(K) + 3, n ≡ 1 mod 2.gde je f(K) = (f0, f1, . . . , fn−1).Dokaz: Neka je ∅ 6= K ⊆ 2[n−1] pod-dualan simpliijalni kompleks ineka je f(K) = (f0, f1, . . . , fn−1). Spajawe kompleksa K i kompleksa ∆{n},na osnovu Definiije 1.6 ima fi + fi−1 simpleksa kardinalnosti i za sve
i = 0, . . . , n.Kako je Λ(K) = K̂ [n−1] ∪K ∗∆{n} i K̂ [n−1] ∩K ∗∆{n} = K, na osnovuTvr|ewa 3.9 deo (1) dobijamo da je za sve i = 0, 1, . . . , n− 1:

f(ΛK)i = f(K̂ [n−1])i + f(K ∗∆{n})i − f(K)i

=

(
n− 1

i

)
− fn−1−i + fi + fi−1 − fi =

(
n− 1

i

)
− fn−1−i + fi−1.Kako je kompleksΛK auto-dualan u ambijentu [n], on ne mo`e da sadr`isimpleks [n] jer bi u suprotnomΛK = ∆[n] a na osnovuPrimera 2.3 znamo da

∆[n] nije auto-dualan u ambijentu [n]. Tako zakqu~ujemo da je f(ΛK)n = 0.Tako|e, f(ΛK)0 = 1 jer po Primeru 2.4 ne postoje auto-dualni kompleksibez vrhova.Koriste}i Lemu 3.5, Ojlerova karakteristika kompleksa ΛK jednaka jesumi χ(K̂ [n−1]) + χ(K ∗ ∆{n}) − χ(K). Kako je fn = 0 i f0 = 1, na osnovuTvr|ewa 3.9 znamo da je χ(K̂ [n−1]) = (−1)n
(
χ(K) − 1) + 1. [to se ti~ekompleksa K ∗ ∆[n], wegova Ojlerova karakteristika je 1 jer je u pitawutriangulaija kontraktibilnog prostora. Tako dobijamo da je:

χ(ΛK) = (−1)n
(
χ(K)− 1) + 2− χ(K).Prethodno tvr|ewe nam olak{ava nala`ewe Ojlerove karakteristikeauto-dualnih kompleksa u neparnim ambijentima. Kako je svaki auto-dualni kompleks dualna nadgradwa linka svojeg proizvoqnog temena, akoznamoOjlerovu karakteristikulinka, lakomo`emo da izra~unamoOjlero-vu karakteristiku polaznog kompleksa. Tako|e, ako znamoOjlerovu karak-teristiku auto-dualnog kompleksa K ⊆ 2[2k+1], po prethodnom tvr|ewuzna}emo i Ojlerovu karakteristiku linka prozvoqnog wegovog temena.Posledia 3.5. Za proizvoqan auto-dualan kompleksK ⊆ 2[2k+1] i proizvoqno

v ∈ [n] va`i: χ(Lk({v})) = 1
2
(3− χ(K)).Sada }emo da se osvrnemo na tehnike opisane u Poglavqu 3.1. Prise-timo se daproizvoqniauto-dualnikompleksiK,L⊆ 2[n]moguda se pove`u53



u grafu susedsvaNGn putem du`ine |K \L|. Ovu opservaiju }emo da isko-ristimo radi ra~unawa Ojlerove karakteristike auto-dualnih kompleksaambijentima neparne kardinalnosti.Neka jeK ⊂ 2[2k+1] auto-dualan kompleks sa f−vektorom (f0, f1, . . . , fn)i neka je A ∈ K glavni simpleks kardinalnosti i. Rekonstrukija kom-pleksa K prestrojavawem glavnog simpleksa A je auto-dualan kompleks
rsA(K) = (K \ {A}) ∪ {[2k + 1] \ A} sa f−vektorom:

f(rsA(K))j =





fj , j ∈ [n] \ {i, 2k + 1− i},
fi − 1, j = i,
fi + 1, i = 2k + 1− i.Ako potra`imo Ojlerovu karakteristiku kompleksa rsA(K) dobijamo:

χ
(
rsA(K)

)
=

n∑

j=1

(−1)j+1f(rsA(K))j

=
n∑

j=1

(−1)j+1fj − (−1)i+1 + (−1)2k+1−i+1

= χ(K) + (−1)i+1(−1 + (−1)2k+1) = χ(K) + (−2)i+1Dakle, razlika Ojlerovih karakteristika susednih ~vorova u grafususedstva NG2k+1 je ±2. Kako svaka dva ~vora grafa NG2k+1 mogu dase pove`u putem (Tvr|ewe 3.2), a Ojlerova karakteristika auto-dualnogkompleksa ∆[2k+1] jednaka 1, zakqu~ujemo da svi auto-dualni kompleksi uambijentu [2k + 1] imaju Ojlerovu karakteristiku oblika 1 ± 2i za neko
i ∈ {0, 1, 2, . . .}.Da bi se utvrdio ta~an opseg Ojlerovih karakteristika auto-dualnihkompleksa u ambijentu [2k + 1], dovoqno je da se odrede pod-dualni kom-pleksi u ambijentu [2k] sa najve}om i najmawom Ojlerovom karakteris-tikom. Tada }e na osnovu Tvr|ewa 3.10 wihove dualne nadgradwe da pred-stavqaju auto-dualne komplekse sa maksimalnom i minimalnomOjlerovomkarakteristikom a ostale mogu}nosti za Ojlerove karakteristike su svineparni brojevi koji se nalaze u dobijenom intervalu. Na primer, ∆[6]i (

[7]
3

) su auto-dualni kompleksi u ambijentu [7] sa Ojlerovim karakteris-tikama 1 i 21. Otuda, u grafuNG7, na proizvoqnomputu koji povezuje kom-plekse ∆[6] i (
[7]
3

) moraju da se na|u i auto-dualni kompleksi sa Ojlerovimkarakteristikama 1 + 2i gde i = 0, 1, . . . , 10.
54



3.7 Homologija i kohomologija dualnih nadgradwiU ovom odeqku analiziramo vezu izme|u homologije i kohomologijedatog simpliijalnog kompleksa i wegove auto-dualne nadgradwe opisaneu Poglavqu 3.3.Neka je K simpliijalni kompleks u ambijentu V . Po Tvr|ewu 2.2,mo`emo da pretpostavimo da je K pod-dualan jer pod-dualnost mo`e da sepostigne prostim uve}awem ambijenta V . Posmatrajmo dualnu nadgradwukompleksaK odnosno kompleks
ΛK = K̂ ∪ CK.Na osnovu Tvr|ewa 3.5, znamo da je dualna nadgradwa simpliijalnogkompleksa auto-dualankompleks u ambijentuV ∪{v}. Otuda, kao poslediuTeoreme 2.2 dobijamo slede}e tvr|ewe.Posledia 3.6. Neka je K pod-dualan simpliijalni kompleks u ambijentu

V gde je |V | = n. Tada za wegovu dualnu nadgradwu ΛK i sve i = 1, . . . , n+ 1va`i:
H̃i

(
Λ(K)

)
≈ H̃n−i−2(Λ(K)

)
.Analizirajmosada par simpliijalnihkompleksa (Λ(K), K̂). Ciqnamje da opi{emo homologiju kompleksa ΛK pomo}u homologije kompleksaK.Koriste}i dugi ta~an niz homolo{kih grupa dobijamo:(3.4) · · · → H̃k

(
K̂
) i∗−−→ H̃k

(
ΛK

) q∗−−→ H̃k

(
ΛK, K̂

) ∂−−→ H̃k−1

(
K̂
)
→ · · ·Kako simpliijalni kompleks i wegov potkompleks ~ine dobar par,znamo da su grupe H̃k

(
ΛK, K̂

) izomorfne grupama Hk

(
ΛK/K̂

) gde je fak-tor prostor ΛK/K̂ zapravo (
K̂ ∪ CK

)
/K̂. Prisetimo se da po Tvr|ewu3.8 va`i K̂ ∩ CK = K. Otuda, faktor prostor ΛK/K̂ je homeomorfanprostoru CK/K koji je homotopski ekvivalentan suspenziji SK simpli-ijalnog kompleksa K. Poznato je da su grupe H̃k(SK) izomorfne gru-pama Hk−1(K) pa, ako u ta~nom nizu (3.4) grupe H̃k

(
Λ(K), K̂

) zamenimo sa
H̃k−1(K) dobijamo:(3.5) · · · → H̃k

(
K̂
) i∗−−→ H̃k

(
ΛK

) q′
∗−−→ H̃k−1(K)

∂′

−−→ H̃k−1

(
K̂
)
→ · · ·Pomo}u Teoreme 2.2 i Teoreme o univerzalnim koefiijentima kojapovezuje homologiju i kohomologiju datog simpliijalnog kompleksa, lakomo`emo da odredimo homolo{ke grupe Hk

(
K̂
). Naime, svakom Z sabirku55



grupe H̃k(K) odgovara Z sabirak grupe H̃n−3−i

(
K̂
) a svakom Zp sabirkugrupe H̃k(K) odgovara Zp sabirak grupe H̃n−4−k

(
K̂
).Otuda, da bi pomo}u ta~nog niza (3.5) odredili grupe Hk

(
Λ(K)

), do-voqno je da opi{emo homomorfizme q′∗ i ∂′. Po konstrukiji, ovi homo-morfizmi su usko povezani sa standardnim homomorfizmima q∗ i ∂ iz niza(3.4).Me|utim, postoji mnogo jednostavniji opis homomorfizma q′∗ i ∂′. Pos-matrajmo dugi ta~an niz za par (K̂,K).(3.6) · · · → H̃k

(
K̂
) qo

∗−−→ H̃k

(
K̂,K

) ∂o

−−→ H̃k−1(K)
io
∗−−→ H̃k−1

(
K̂
)
→ · · ·Ovde, Hk

(
K̂,K

) je izomorfno grupi Hk

(
K̂/K

) a kako je CK kontrak-tibilan prostor, simpliijalni kompleks K̂ ∪ CK, odnosno upravo ΛK,je homotopski ekvivalentan faktor prostoru K̂/K. Otuda, ako uporedimonizove (3.5) i (3.6), mo`emo da zakqu~imo da je ∂′ indukovano inkluzijom
i0 : K → K̂ a q′∗ je indukovan ivi~nim preslikavawem ∂o.Primer 3.5. Neka jeK petougao prikazan na Figuri 16. Kako jeK jednodi-menzionalan, po Tvr|ewu 2.1 on je pod-dualan u ambijentu [5] pa, wegovadualna nadgradwa }e da bude auto-dualan simpliijalni kompleks u am-bijentu [6]. Kako su minimalni ne-simpleksi kompleksa K dijagonalepetougla, glavni simpleksi kompleksa K̂ }e da budu komplementi dijago-nala. Otuda, K̂ je triangulaijaMebijusove trake ~ija je grania petougao
K kao {to je prikazano na Figuri 16.

Figura 16: Petougao i wegov Aleksanderov dual, Mebijusova traka.Po Teoremi 2.2, grupe H̃i(K) su izomorfne grupama H̃5−i−3(K̂) a ovegrupe su trivijalne za k 6= 1 i jednake Z za k = 1. Otuda, ako iskoristimota~an niz (3.5), dobijamo da je H̃k

(
Λ(K)

)
= 0 za sve k 6= 1. Kako se grania56



Mebijusove trake dva puta obmotava okoentralne kru`nie koja generi{e
H1

(
K̂
), zakqu~ujemo da je homomorfizam io∗ zapravo mno`ewe sa 2. Takodobijamo da je jedini netrivijalni deo niza (3.5) za par (ΛK,K):

0 → Z
2−−→ Z

i∗−−→ H̃1

(
Λ(K)

)
→ 0Kako je homomorfizam i∗ sirjektivan, grupa H̃1

(
Λ(K)

) je izomorfnagrupi Imi∗/Keri∗ = Imi∗/Imio∗ = Z/2Z ≈ Z2.Dakle, ΛK je dvo-dimenzionalna kombinatorna mnogostrukost sa Z2homologijom u dimenziji 1 pa zakqu~ujemo da ΛK predstavqa triangu-laiju projektivne ravni opisane u Primeru 2.5.U prethodnom primeru smo videli da pomo}u ta~nog niza (3.5) nekadamo`emo da konstrui{emo auto-dualne kompekse sa unapred zadatim ho-molo{kim grupama. Naravno, homolo{ke grupe moraju da imaju strukturuopisanu u Teoremi 2.2.Sada navodimo speijalan slu~aj kada homolo{ke grupe dualnih nad-gradwi mogu da se odrede bez poznavawa homomorfizama iz ta~nog niza(3.5).Teorema 3.4. Neka jeK simpliijalni kompleks dimenzije k > 1 u ambijentu
V gde je |V | ≥ 2k + 3. Tada ΛK ima iste homolo{ke i kohomolo{ke grupekao prostor K̂ ∨ SK gde je ∨ klinasta suma prostora.Dokaz: Po Tvr|ewu 2.1, kompleksK je pod-dualan u ambijentu V .Kako je dimenzija kompleksaK jednaka k, sve grupeHi(K) su trivijalneza i > k. Tako|e, ako je |V | = n i n ≥ 2k + 3 tada, koriste}i Teoremu 2.2 iTeoremu o univerzalnim koefiijentima, zakqu~ujemo da su jedine mogu}enetrivijalne homolo{ke grupe simpliijalnog kompleksa K̂ u dimenzijama
n− 3, n− 4, . . . , n− k− 3 (primetimo da je grupaHk(K) bez torzije). Kakoje n − k − 3 ≥ 2k + 3 − k − 3 = k, zakqu~ujemo da u dugom ta~nom nizu(3.5) za par (

ΛK, K̂), grupe H̃i

(
K̂
) i H̃i−1

(
K̂
) su trivijalne ili su H̃i(K)i H̃i−1(K) trivijalne. Kako je niz (3.5) ta~an, prethodno impliijra da je

H̃i(ΛK) izomorfno grupi H̃i−1(K) ili je H̃i(ΛK) izomorfno grupi H̃i

(
K̂
).Ovo kompletira dokaz.
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3.8 Konstrukija auto-dualnih triangulaija projektivnihprostoraU Poglavqu 2.4 su dati primeri triagulaija projektivnih prostorakao primeri auto-dualnih simpliijalnih kompleksa. Auto-dualnost do-bijenih triangulaija je bila vi{e posledia nego pretpostavka za dobi-jene simpliijalne komplekse. U ovom odeqku opisa}emo jedan novi na~inza dobijawe auto-dualnih triangulaija ovih kompleksa.Simpliijalne komplekse K dimenzije k takve da je link svakog wi-hovog temena triangulaija sfere dimenzije k− 1 nazivamo kombinatornemnogostrukosti.Definiija 3.3. Ka`emo da kombinatorna mnogostrukost K dimenzije 2kli~i na projektivnu ravan ako je:
H̃i(K) =

{
0, i 6∈ {k, 2k},
Z, i ∈ {k, 2k}.pri tom je k = 2, 4, 8.Kao {to je o~igledno iz prethodne definiije, iq je da dobijemotriangulaije kompleksne (k = 2), kvaternionske (k = 4), i oktanionskeprojektivne ravni (k = 8).Neka je K ⊆ 2[n] auto-dualan simpliijalni kompleks iz Definiije3.3. Tada, da bi homolo{ke grupe kompleksa K zadovoqavale Teoremu 2.2,mora da va`i da je H̃i(K) = H̃n−3−i(K). Kako je kompleksK bez torzije, naosnovuTeoreme o univerzalnimkoefiijentima prethodno je ekvivalentnouslovu da je H̃i(K) = H̃n−3−i(K) a jedina mogu}nost da prethodna jednakostbude zadovoqena za sve i = 1, . . . , 2k je zan−3−k = 2k odnosno zan = 3k+3.Tako zakqu~ujemo da je ambijent kompleksaK kardinalnosti 9 za k = 2, 15za k = 4 i 27 za k = 8.Kompleks K je auto-dualan simpliijalni kompleks pa je na osnovuTeoreme 3.2 upotpunosti odre|en potkompleksom Lk({v}) a po{to je Kkombinatorna mnogostrukost, Lk({v}) je triangulaija sfere dimenzije

2k − 1 za sve v ∈ V . Ako Lk({v}) ozna~imo sa S2k−1, tada je
K = Ŝ2k−1 ∪ CS2k−1.Kako je po pretpostaviK kombinatorna mnogostrukost dimenzije 2k,sviwegovi glavni simpleksi tako|emoraju da budu dimenzije 2k. Iz uslovada je Ŝ2k−1 ∩ CS2k−1 = S2k−1 zakqu~ujemo da je(3.7) Gl(Ŝ2k−1 ∪ CS2k−1) = Gl(Ŝ2k−1) ∪Gl(CS2k−1).58



Ako bi postojao simpleksA ∈ [3k+2] kardinalnosti k koji ne pripadasferi S2k−1, tada bi simpleks [3k + 2] \ A koji je kardinalnosti 2k + 2pripadao Aleksanderovom dualu Ŝ2k−1 {to nije mogu}e jer svi simpleksikompleksa Ŝ2k−1 su kardinalnosti najvi{e 2k + 1. Tako zakqu~ujemo da
S2k−1 sadr`i sve simplekse familije ([3k+2]

k

).Ako je (f0, f1, . . . , f2k+3) f−vektor kompleksa S2k−1, na osnovu Tvr|ewa3.9, zakqu~ujemo da kompleks Ŝ2k−1 ima (
[3k+2]
2k+1

)
− fk+1 glavnih simpleksa.Glavni simpleksi konusa CS2k−1 su oblika A∪ {3k + 2} gde A ∈ Gl(S2k−1)i ima ih f2k. Kako ni jedan simples kompleksa Ŝ2k−1 ne sadr`i teme 3k+3,zakqu~ujemo da kompleksK ima ([3k+2]

2k+1

)
− fk+1 + f2k glavnih simpleksa.Dakle, da bi konstruisali auto-dualnu kombinatornu mnogostrukostkoja li~i na projektivnu ravan, potrebno je da konstrui{emo dualnu nad-gradwu sfere S2k−1 koja ima slede}a svojstva:

• S2k−1 je pod-dualna u ambijentu [3k + 2],
•
(
[3k+2]

k

)
⊂ S2k−1 ⊂

(
[3k+2]
2k+1

),
• S2k−1 je kombinatorna mnogostrukost.Kompleksi opisani u Poglavqu 2.4 kao linkove temena imaju sferesa navedenim svojstvima. Da bi dobili triangulaiju mnogostrukostikoja li~i na oktanionsku projektivnu ravan, mo`emo da konstrui{emodualnu nadgradwu sfere S15 u ambijentu [26]. Ta~an niz (3.5) garantuje dadobijeni simpliijalni kompleks ima istu homologiju kao oktanionskaprojektivna ravan. Me|utim, da bi potvrdili da je u pitawu oktanionskaprojektivna ravan, potrebno je da doka`emo da dobijeni kompleks ima iodgovaraju}i kohomolo{ki prsten.Konstrukija kombinatorne oktanionske ravni }e da bude predmetbudu}ih istra`ivawa.
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4 Neizbe`ni simpliijalni kompleksiNeizbe`ni simpliijalni kompleksi su prvi put uvedeni u [4] podnazivom �Tverberg neizbe`ni simpliijalni kompleksi� kao glavni el-ement za analizu problema Tverbergovog tipa. U ovom poglavqu ana-liziramo ove komplekse u kontekstu jedne invarijante simpliijalnihkompleksa koji mogu da se predstave kao spajawe auto-dualnih kompleksaradi efikasnije primene Posledie 2.1. Materijal iz ovog poglavqaje baziran na radu [15]. Radi detaqnijeg uvida u osobine i primenuneizbe`nih simpliijalnih kompleksa ~itaou se preporu~uje [16].4.1 Partiiona invarijanta π i r−neizbe`nostPartiiona invarijanta simpliijalnog kompleksa je uvedena u [16]radi istra`ivawaproblemaVanKampen-Floresovog iTverbergovog tipa.Primetimo da po Teoremi 2.3 tvr|ewe (2), nad-dualni simpliijalni kom-pleksi sadr`e bar jedan simpleks svake partiije {A,Ac} skupa V na dis-junktne skupove. Motivisani ovim zapa`awem, uvodimo slede}u defini-iju.Definiija 4.1. Partiiona invarijanta (ili π−invarijanta) simplii-jalnog kompleksa K u ambijentu V , u oznai π(K), je najmawi prirodan broj
p takav da za svaku partiiju A1 ⊔ · · · ⊔ Ap ambijenta V na disjuknktnepotskupove, bar jedan od skupova Ai pripada kompleksu K.Partiiona invarijanta je o~igledno kombinatorna invarijanta sim-pliijalnog kompleksa. U nastavku, familijuPr = {A1, . . . , Ar} ⊆ 2V dis-junktnih skupova nazivamo partiijom skupa V akko je V = A1 ⊔ · · · ⊔ Ar.Ako je bar jedan od skupova partiije P prazan skup, partiiju Pr nazi-vamo trivijalnom. Ako je Pr ∩K 6= ∅, ka`emo da kompleks K zadovoqavapartiiju Pr.Definiija 4.2. Simpliijalni kompleks K ⊆ 2V je r−neizbe`an u ambi-jentu V ako je π(K) ≤ r. Ekvivalentno, kompleks K je r−neizbe`an akkoza svaku partiiju Pr = (A1, . . . , Ar) ambijenta V va`i Pr ∩K 6= ∅.Primetimo da ako je partiija P ambijenta V trivijalna, svaki sim-pliijalni kompleks ∅ 6= K ⊆ 2V je takav da {∅} ⊂ P ∩ K. Kako su svepartiije ambijenta V na |V | + 1 skupova trivijalne, zakqu~ujemo da jekompleks K uvek (|V | + 1)−neizbe`an. Ako kompleks K ⊆ 2V sadr`i barjedno teme on je |V |−neizbe`an jer jedina ne-trivijalna partiija skupa Vna |V | skupova je partiija na vrhove.60



Tvr|ewe 4.1. Ako je simpliijalni kompleks K ⊆ 2V r−neizbe`an, tada jeon i s−neizbe`an za sve s ≥ r.Dokaz: Ako je Ps = {A1, . . . , As} proizvoqna partiija skupa V , tada je
Pr = {A1, . . . , Ar−1, Ar ∪ · · · ∪ As} partiija skupa V za koju je po pret-postavi Pr ∩K 6= ∅. Ako Ai ∈ K za neko i ∈ [r− 1], tada je i Ai ∈ Ps ∩K.Ako Ar ∪ · · · ∪ As ∈ K, kako je K simpliijalni kompleks, svi simpleksi
Ar+i, pripadaju kompleksuK odnosno, {Ar, . . . , As} ⊂ Ps ∩K.Jedini 1−neizbe`an simpliijalni kompleks u ambijetu V je ∆V jersamo on zadovoqava partiiju P1 = {V }. Po Teoremi 2.3, nad-dualnisimplijalni kompleksi su 2−neizbe`ni a pod-dualni ili tranendentnikompleksi imaju nivo neizbe`nosti ve}i od 2. Dakle, nivo neizbe`nostisimpliijalnog kompleksaK 6= ∅nije ograni~enodozgo ali jeste ograni~enodozdo te ima svoju minimalnu vrednost.Tvr|ewe 4.2. Ako su K,L ⊆ V simpliijalni kompleksi takvi da je L ⊆ K,tada je π(K) ≤ π(L).Dokaz: Ako je π(L) = r, tada za svaku partiiju Pr ambijenta V va`i da je
∅ 6= Pr ∩ L ⊆ Pr ∩K {to potvr|uje da je K kompleks koji je r−neizbe`anodnosno da je π(K) ≤ r.U dokazu prethodnog tvr|ewa smo videli da ako je r−neizbe`an kom-pleks L potkompleks kompleksa K, tada i K mora da bude r−neizbe`an.Zato uvodimo novi pojam kompleksa koji su minimalno r−neizbe`ni uodnosu na relaiju �biti potkompleks�.Definiija 4.3. Simpliijalni kompleksK ⊆ 2V je minimalno r−neizbe`anakko svaki wegov pravi potkompleks nije r−neizbe`an.Ekvivalentno, kompleks K je minimalno r−neizbe`an akko za svakiglavni simpleks A kompleksa K, potkompleks K \ {A} nije r−neizbe`an{to nam omogu}ava da formuli{emo slede}e tvr|ewe.Lema 4.1. Neka je K ⊆ 2V r-neizbe`an simpliijalni kompleks. Tada, K jeminimalno r−neizbe`an akko za svaki glavni simpleks A ∈ Gl(K) postojibar jedna netrivijalna partiija Pr = {A,A2, . . . , Ar} skupa V takva da je
Pr ∩K = {A}.Dokaz: Neka je r-neizbe`an simpliijalni kompleks K ⊆ 2V minimalan.Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji simpleks A ∈ Gl(K) takavda za svaku netrivijalnu partiiju Pr = {A,A2, . . . , Ar} skupa V va`i
{A,Ai0} ⊆ Pr∩K. Tada, proizvoqna netrivijalna partiijaPr ambijenta61



V je takva da ako Pr ne sadr`i A, zbog r−neizbe`nosti kompleksa K,partiijaPr je zadovoqena nekim simpleksomB ∈ K\{A}, a akoPr sadr`i
A, ona je zbog pretpostavke zadovoqena jo{ nekim simpleksom kompleksa
K \ {A}. Otuda, potkompleks K \ {A} kompleksa K zadovoqava svakupartiiju Pr te je r− neizbe`an {to naru{ava minimalnost kompleksaK.Neka r-neizbe`an kompleks K ima osobinu da svakom glavnom sim-pleksuA ∈ Gl(K) odgovara partiijaPA

r skupaV takva da jePA
r ∩K = {A}.Tada, za prozvoqnoA ∈ Gl(A) va`i da jePA

r ∩ (K \{A}) = ∅{to potvr|ujeda K \ {A} nije r−neizbe`an.Posledia 4.1. Svaki r−neizbe`an simpliijalni kompleks sadr`i mini-malno r−neizbe`an potkompleks.Dokaz: Ako je K = {∅} tada je on (|V | + 1)−neizbe`an a kako postojipartiija {{v1}, {v2}, . . . , {v|V |}, ∅
} koju zadovoqava samo glavni simpleks

∅, to po Lemi 4.1 impliira da jeK = {∅} minimalno |V |+ 1−neizbe`an.Konstrui{imo minimalno r−neizbe`an potkompleks kompleksaK.Neka je K0 = K.Ako postoji simpleks A ∈ Gl(Ki) takav da za svaku partiiju PA
r kojasadr`i A va`i da je |PA

r ∩ K| ≥ 2, neka je tada Ki+1 = Ki \ {A}. Tada,kompleks Ki+1 je tako|e r−neizbe`an jer sve partiije Pr ambijenta Vsadr`e neki simpleks B ∈ Ki \ {A}.Iteraijom prethodnog proesa dobijamo niz r−neizbe`nih potkom-pleksa kompleksaK:
K = K0 ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ KkOvaj proes mora da se zaustavi jer izbaivawem glavnih simpleksa ukrajwoj liniji dobijamo minimalno (|V | + 1)−neizbe`an simpliijalnikompleks Kk = {∅}. Dakle, dobili smo potkompleks Kk ⊆ K koji je

r−neizbe`an takav glavnim simpleksima A ∈ Gl(Kk) odgovara bar jednapartiija Pr skupa V takva da je Pr ∩Kk = {A} {to po Lemi 4.1 dokazujeda jeKk minimalno r−neizbe`an.Primer 4.1. Svaki nad-dualan simpliijalni kompleks u ambijentu Vsadr`i minimalan 2−neizbe`an potkompleks a auto-dualni simplii-jalni kompleksi K ⊆ 2V su minimalno 2−neizbe`ni jer po Teoremi 2.3svakom simpleksu A ∈ K odgovara partiija {A,Ac} skupa V takva da je
K ∩ {A,Ac} = {A} {to potvr|uje Lemu 4.1.GeneralizaijomPrimera 2.2 mo`emo da opi{emo jednu familiju min-imalno r−neizbe`nih simpliijalnih kompleksa za proizvoqno r > 2.62



Primer 4.2. Za r, k > 2, kompleks ([rk−1]
k−1

) je minimalno r−neizbe`an.Prvo, K jeste r-neizbe`an jer jedina mogu}nost da kompleks ([rk−1]
k−1

) nezadovoqava partiijuPr = {A1, . . . , Ar} skupa [rk−1] je ako svaki simpleks
Ai ∈ P bude kardinalnosti ve}e od k− 1. Tada je rk− 1 = |A1 ⊔ · · · ⊔Ar| =
|A1|+ · · ·+ |Ar| ≥ rk {to nije mogu}e.Drugo, simpleks A je glavni simpleks kompleksa ([rk−1]

k−1

) akko je kardi-nalnosti k−1. Tada, za proizvoqnoA ∈ Gl
((

[rk−1]
k−1

)), postoji netrivijalnapartiijaPA
r = {A1, . . . , Ar−1, A} skupa [rk−1], gde je |A1| = · · · = |Ar−1| =

k, takva da je PA
r ∩

(
[rk−1]
k−1

)
= {A}.Primer 4.3. Jedini minimalni 3-neizbe`an simpliijalni kompleks uambijentu [5] koji sadr`i svih 5 temena je ([5]

1

) jer, na osnovu prethodnogprimera, ovaj kompleks jeste minimalno 3−neizbe`an pa je svaki wegovpravi nadkompleks 3-neizbe`an ali ne mo`e da bude minimalan.U Primeru 2.3, kao i u Tvr|ewu 2.2, smo videli da uve}awem ambijentasimpliijalnog kompleksa mewamo wegovu dualnu kategorizaiju. Ne{tosli~no se de{ava i u slu~aju r−neizbe`nosti {to ilustruje slede}e tvr|e-we.Tvr|ewe 4.3. Neka je K simpliijalni kompleks koji je r−neizbe`an u am-bijentu [n]. Tada, kompleks K u ambijentu [n + k] je (r + k)-neizbe`an zasve k ∈ N. Ako je K ⊆ 2[n] minimalno r-neizbe`an, tada je K ⊆ 2[n+k]minimalno (r + k)-neizbe`an.Dokaz: Neka je K ⊆ 2[n] r−neizbe`an i neka je Pr+1 = {A1, · · · , Ar, Ar+1}partiija skupa [n + 1]. Tada, vrh {n + 1} je sadr`an u nekom simpleksupartiije Pr+1, na primer u Ar+1. To nam omogu}ava da pomo}u simpleksa
B = Ar ∪ Ar+1 \ {n+ 1} dobijemo partiiju Pr = {A1, · · · , Ar−1, B} skupa
[n] koju zbog r−neizbe`nosti kompleksK ⊆ 2[n] mora da zadovoqava. Akoje A = Ai ∈ K za neko i ∈ [r − 1], tada je Ai ∈ Pr+1 ∩ K. Ako je A = Btada, kako je K simpliijalni kompleks i Ar ⊆ B, imamo da Ar ∈ K pa
Ar ∈ Pr+1∩K. Dakle, kompleksK zadovoqava proizvoqnu partiijuPr+1skupa V {to dokazuje da je kompleksK (r+1)-neizbe`an u ambijentu [n+1].Ako je kompleks K ⊆ 2[n] i minimalno r-neizbe`an, na osnovu Leme4.1, svakom glavnom simpleksuA ∈ Gl(K) odgovara partiijaPA

r skupa [n]takva da je PA
r ∩K = {A}. Tada, familija PA

r ∪
{
{n}

} je partiija skupa
[n + 1] takva da je (PA

r ∪
{
{n}

})
∩ K = {A} jer {n + 1} 6∈ K. Otuda, poLemi 4.1, kompleksK ⊆ 2[n+1] je minimalno (r + 1)-neizbe`an.63



Primer 4.4. Prisetimo se da je po Primeru 2.3, simpliijalni kompleks
∆{1} auto-dualan u ambijentu [2]. Tada, na osnovu prethodnog tvr|ewa, kom-pleks ∆{1} je minimalno n−neizbe`an u ambijentu [n]. Tako zakqu~ujemoda su jedini minimalno |V |−neizbe`ni kompleksi u ambijentu V triangu-laije ta~aka∆{v}.Prethodno tvr|ewe nam omogu}ava da pomo}u tehnika opisanih u Po-glavqu 3 konstrui{emo primere minimalno r−neizbe`nih simpliijal-nih kompleksa u prozvoqnom ambijentu.Sada navodimo jo{ jedan prakti~an kriterijum za proveru minimalne
r−neizbe`nosti. Pre toga, uvodimo novu operaiju �preseka� simpleksa
A ⊆ V i familije skupovaK ⊆ 2V sa:(4.1) K ⊓A = {A ∩B | B ∈ K}Ako jeK simpliijalnikompleks, tadaK⊓A je potkompleks kompleksa
K koga ~ine svi simpleksi kompleksa K koji su sadr`ani u A odnosno
K ⊓A = K ∩∆A.Tvr|ewe 4.4. Neka je K ⊂ 2V simplijalni kompleks koji je r−neizbe`an.Tada, K je minimalno r−neizbe`an akko za svaki glavni simpleks A kom-pleksaK potkompleksK ⊓V \A nije (r−1)−neizbe`an u ambijentu V \A.Dokaz: Doka`imo da su ispuweni uslovi Leme 4.1.
(⇒) Neka je K ⊆ 2V minimalno r−neizbe`an simpliijalni kompleks.Tada, za proizvoqno A ∈ Gl(K) postoji partiija PA

r supa V takva daje K ∩ PA
r = {A}. To impliira da je Pr−1 = PA

r \ {A} partiija skupa
V \ A takva da je K ∩ Pr−1 = ∅. Kako je K ⊓ A ⊂ K, dobijamo da je
(K ⊓A)∩Pr−1 = ∅{to potvr|uje daK ⊓A ⊂ 2V \A nije (r− 1)−neizbe`an.
(⇐)NekaK⊓A nije (r−1)−neizbe`an u ambijentu V \A za sveA ∈ Gl(K).Tada, za proizvoqno A ∈ Gl(K), postoji partiija Pr−1 = {A1, . . . , Ar−1}ambijentaV \A takva da je (K⊓A)∩Pr−1 = ∅. To zna~i da jePr = Pr−1∪{A}partiija ambijenta V takva da jeK ∩ Pr = {A}.Posledia 4.2. Ako je K ⊆ 2V minimalno r−neizbe`an simpliijalni kom-pleks tada je π(K) = r.Dokaz: Zbog r−neizbe`sti kompleksa K znamo da je π(K) ≤ r. Zbog min-imalnosti kompleksa K, za proizvoqan glavni simpleks A ∈ K, postojipartiijaPr−1 = {A1, . . . , Ar−1} skupa V \A takva da jePr−1∩ (K ⊓A) = ∅.Tada je {A ∪ B1, B2, . . . , Br−1} partiija ambijenta V koju kompleks K nezadovoqava {to dokazuje da je π(K) ≥ r.64



4.2 Neizbe`nost spajawa simpliijalnih kompleksaU ovom odeqku analiziramo partiionu invarijantu simpliijalnihkompleksa dobijenih spajawem kompleksa sa poznatom partiionom inva-rijantom. U op{tem slu~aju, pomo}u r−neizbe`nosti komponenata spa-jawa mo `emo da proenimo nivo neizbe`nosti rezultuju}eg kompleksa.Prvo doka`imo jedno pomo}no tvr|ewe.Lema 4.2. Za svaki r−neizbe`an simpliijalni kompleks K ⊆ 2V i svakupartiiju Ps skupa V gde je s ≥ r va`i da je:
|Ps ∩K| ≥ s− r + 1.Dokaz: Neka je K ⊆ 2V kompleks koji je r−neizbe`an i neka je s ≥ r.Pretpostavimo da postoji partiija Ps = {A1, . . . , As} skupa V takva daje Ps ∩K = {Ai1 , . . . , Aik} gde je k ≤ s − r. Tada, pomo}u skupova razlike

Ps \ {Ai1 , . . . , Aik} = {Aj1, . . . , Ajs−k
}, mo`emo da konstrui{emo partiiju

Ps−k = {Aj1 , . . . , Ajs−k
∪ Ai1 ∪ . . . ∪ Aik} skupa V takvu da je Ps−k ∩K = ∅.Kako je s− k ≤ s− (s− r) = r zakqu~ujemo da r−neizbe`an kompleksK nezadovoqava partiiju Ps−k {to nije mogu}e.Teorema 4.1. Neka suKi ⊆ 2Vi simpliijalni kompleksi koji su ri−neizbe`niza i = 1, . . . , n. Tada, simpliijalni kompleks K1 ∗ · · · ∗Kn je r−neizbe`anu ambijentu V1 ⊔ · · · ⊔ Vn gde je
r = r1 + · · ·+ rn − n + 1.Dokaz: Bez gubqewa op{tosti mo`emo da pretpostavimo da su ambijenti

V1, . . . , Vn disjunktni {to nam omogu}ava da u Definiiji 1.6 spajawa ko-ristimo klasi~nu uniju simpleksa.Dokaz radimo indukijom po n ∈ N.Neka je K1 ⊆ 2V1 kompleks koji je r1−neizbe`an a K2 ⊆ 2V2 komplekskoji je r2−neizbe`an. Neka je r = r1 + r2 − 1 i neka je Pr = {A1, . . . , Ar}proizvoqna partiija skupa V1 ∪ V2. Tada, P1
r = Pr ⊓ V1 je partiijaambijenta V1 a P2

r = Pr ⊓ V2 je partiija ambijenta V2.Neka je P1
r ∩K1 = {Ai ∩ V1 | i ∈ I1} a P2

r ∩K2 = {Ai ∩ V2 | i ∈ I2}. Tadapo Lemi 4.2 va`i da je |I1| ≥ r− r1 + 1 = r2 i |I2| ≥ r− r2 +1 = r1. Kako je
|I1|+|I2| ≥ r1+r2 > r, a I1∪I2 ⊆ [r], zakqu~ujemo da je I1∩I2 6= ∅ odnosno dapostoji k ∈ I1∩I2. To zna~i daAk∩V1 ∈ K1 iAk∩V2 ∈ K2 {to impliirada simpleks (Ak ∩ V1) ∪ (Ak ∩ V2) = Ak pripada spajawuK1 ∗K2 odnosno,otkrili smo simpleks partiije Pr koji pripada kompleksuK1 ∗K2.65



Pretpostavimoinduktivnoda jeK1∗· · ·∗Kn−1 simpliijalnikomplekskoji je (r1 + · · ·+ rn−1 − n + 2)−neizbe`an.Tada, kako su ambijenti Vi, i = 1, . . . , n disjunktni, kompleks K =
K1 ∗ · · · ∗ Kn je zapravo spajawe K = (K1 ∗ · · · ∗ Kn−1) ∗ Kn. Ako je Knkompleks koji je rn−neizbe`an i ako kompleksK posmatramo kao spajawedva kompleksa, onda je na osnovu ve} dokazanog on r−neizbe`an za

r = r1 + · · ·+ rn−1 − n + 2 + rn − 1 = r1 + · · ·+ rn − n+ 1.Posledia 4.3. Ako simpliijalni kompleks K mo`e da se predstavi kaospajawe K1 ∗ · · · ∗Kn, tada je:
π(K) ≤ π(K1) + · · ·+ π(Kn)− n + 1.Prethodna posledia nam omogu}ava da odredimo gorwu graniu par-tiione invarijate spajawa kompleksa. Me|utim, partiionu invarijantuspajawa mo`emo potpuno da odredimo u jednom posebnom slu~aju.Tvr|ewe 4.5. Ako su simpliijalni kompleksi Ki ⊆ 2Vi minimalno ri−neiz-be`ni za i = 1 . . . , n, tada je simpliijalni kompleksK1∗· · ·∗Kn minimalno

r−neizbe`an u ambijentu V1 ⊔ · · · ⊔ Vn za r = r1 + · · ·+ rn − n + 1.Dokaz: Po Teoremi 4.1, znamo da je K = K1 ∗ · · · ∗Kn simpliijalni kom-pleks koji je (r1+ · · ·+ rn−n+1)−neizbe`an. Doka`imo da je minimalan.Opet pretpostavqamo da su ambijenti V1, . . . , Vn disjunktni.Neka je A = A1 ∪ · · · ∪ An proizvoqan glavni simpleks kompleksa K.Tada, za svako i = 1, . . . , n, simpleks Ai je glavni simpleks mininalnog
ri−neizbe`nog kompleksaKi pa, na osnovu Leme 4.1, postoji partiija Priambijenta Vi takva da je Pri ∩ Ki = {Ai}. Kako je Ki ⊂ K a ambijenti
Vi disjunktni, zakqu~ujemo da je Pri ∩ K ⊆ ∆Vi

∩ K = Ki odnosno da je
Pri ∩K = {Ai}.Sada, za partiijuPA

r = {A1∪· · ·∪An}∪ (Pr1 ∪· · ·∪Prn)\{A1, . . . , An}ambijenta V1 ∪ · · · ∪ Vn va`i:
PA

r ∩K = ({A} ∩K) ∪
(
(Pr1 \ {A1}) ∩K

)
∪ · · · ∪

(
(Prn \ {An}) ∩K

)

= {A} ∪ ∅ ∪ · · · ∪ ∅ = {A}.Dakle, proizvoqnom simpleksu A ∈ Gl(K) odgovara partiija PA
r am-bijenta V1 ∪ · · · ∪ Vn na r1 + · · · + rn − n + 1 skupova takva da je

PA
r ∩K = {A} {to na osnovu Leme 4.1 potvr|uje da je kompleks K mini-malno (r1 + · · ·+ rn − n+ 1)−neizbe`an.66



Primer 4.5. Jedna od posledia Tvr|ewa 3.8 je da konstrukijom konusaauto-dualnog simpliijalnog kompleksa u ambijentu V dobijamo auto-dualni simpliijalni kompleks u ambijentu V ⊔ {v}. Ne{to sli~no sede{ava i u slu~aju minimalno r−neizbe`nih kompleksa. Prvo, kompleks
∆{v} je minimalno 1−neizbe`an u ambijentu {v}. Tada, ako je K mini-malno r−neizbe`an simpliijalni kompleks u ambijentu V , po Tvr|ewu4.5, kompleks CK = K ∗∆{v} je minimalno r + 1− 2 + 1 = r−neizbe`an uambijentu V ⊔ {v}.Primer 4.6. Ako je K simpliijalni kompleks koji je (minimalno) r−ne-izbe`an, tada je simpliijalni kompleks K∗n = K ∗ · · · ∗ K (minmalno)
(n(r−1)+1)−neizbe`an. Ako jeK auto-dualan, on je poPrimeru 4.1 mini-malno 2−neizbe`an, {to impliira da jeK∗n kompleks koji je minimalno
(n + 1)−neizbe`an. U op{tem slu~aju, ako je K1, . . . , Kn proizvoqan nizauto dualnih kompleksa, tada je wihovo spajaweK1 ∗ · · ·∗Kn kompleks kojije minimalno (n + 1)−neizbe`an.Prethodna opservaija nam vi{estruko olak{ava primenu Posledie2.1 radi odre|ivawa geometrijskog ambijenta datog simpliijalnog kom-pleksa. Ako je spajawe n autodualnih kompleksa sadr`ano u kompleksuK,tada kompleks K mora da bude (n+ 1)−neizbe`an. Otuda, po Tvr|ewu 4.2,partiiona invarijanta simpliijalnog kompleksa odre|uje minimalanbroj auto-dualnih komponenti koje mogu da u~estvuju u spajawu odnosnoako je π(K) = n, tada u spajawu mo`e da u~estvuje najmawe n auto-dualnihsimpliijalnih kompleksa.Za razlikuodnad-dualnostikompleksa kojamo`eda se proveri{irokimspektrom aparata opisanih u Poglavqu 3, proena nivoa neizbe`nostisimpliijalnih kompleksa u krajwoj liniji podrazumeva proveru da li supartiije ambijentog skupa zadovoqene. Ako je |V | = n tada postoji

∑

1≤n1≤n2≤···≤nr
n1+n2+···+nr=n

r−1∏

i=1

(∑r
j=i nj

ni

)

netrivijalnihpartiija skupaV na r potskupova. Ako jen zna~ajno ve}e od
r, broj razli~itih partiija je veliki ~ak i za ra~unarsku proveru. Zbogtoga, u nastavku }e da bude opisan jedan metod proene nivoa neizbe`nostisimpliijalnog kompleksa tehnikama linearnog programirawa.
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4.3 Linearno realizabilni r−neizbe`ni kompleksiU ovom odeqku analiziramo jednu posebnu klasu simpliijalnih kom-pleksa dobijenih ograni~avawem pozitivne aditivne mere definisane nawhovom ambijentu.Pozitivna mera je funkija µ : [n] → R+. Kao diskretna funkija,svaka mera je odre|ena vektorom µ = (α1, . . . , αn) ∈ Rn
+. Mera µ indukujeaditivnu meru µ : 2[n] → R+ datu sa µ(A) =

∑
i∈A µ(i). Ako je µ([n]) = 1aditivna mera je verovatnosna mera. Tada, familija svih verovatnosnihmera na ambijentu [n] je skup:

{(α1, . . . , αn) ∈ R
n
+ | α1 + · · ·+ · · ·αn = 1} = Conv{e1, . . . , en} = σ{e1,...,en}odnosno, verovatnosne mere na skupu [n] predstavqaju geometrijski sim-pleks dimenzije n− 1 kojeg ozna~avamo sa∆n−1.Svakoj aditivnoj meri µ : 2[n] → R+ i svakom pozitivom realnom broju

β dodequjemo simpliijalni kompleks:(4.2) Kµ≤β = {A ∈ 2[n] | µ(A) ≤ β}.Konstantu β nazivamo prag kompleksaKµ≤β .Tvr|ewe 4.6. Neka je µ pozitivna aditivna mera na skupu [n] i neka je
µ([n]) = α i r ∈ N. Tada je π(Kµ≤α

r
) ≤ r odnosno simpliijalni kompleks

Kµ≤α
r
je r−neizbe`an. Ako je µ verovatnosna mera, tada je Kµ≤ 1

r
komplekskoji je r−neizbe`an.Dokaz: Neka je Pr = {A1, . . . , Ar} proizvoqna partiija ambijenta [n].Tada, Pr ∩ Kµ≤α

r
= ∅ akko je µ(Ai) > α

r
za sve i ∈ [r]. Kako je mera µaditivna, to impliira da je:

α = µ([n]) = µ(A1 ∪ · · · ∪ Ar) = µ(A1) + · · ·+ µ(Ar) > r
α

r
= α{to nije mogu}e.Radi preiznog odre|ivawa partiione invarijante kompleksa Kµ≤α

r
,potrebno je opisati mere koje proizvode minimalno r−neizbe`ne kom-plekse.Tvr|ewe 4.7. Neka je µ pozitivna aditivna mera i µ([n]) = α. Ako jekompleks Kµ≤α

r
minimalno r-neizbe`an tada je Kµ≤α

r
= Kµ<α

r
.68



Dokaz: Neka je Kµ≤α
r
minimalno r-neizbe`an. Pretpostavimo suprotno,tj. neka postoji simpleks A ∈ K tako da je µ(A) = α

r
. Tada, postoji glavnisimpleks B ∈ Gl(K) takav da je µ(B) = α

r
(ako je µ(i) > 0 za sve i ∈ [n],tada je B = A a ako je µ(i1) = · · · = µ(ik) = 0, tada je B = A ∪ {i1, . . . , ik}).Neka je PB

r = {B,A2, · · · , Ar} proizvoqna partiija skupa [n] koja sadr`isimpleks B. Tada, µ([n] \ B) = µ(A2) + · · · + µ(Ar) = α − α
r
= (r − 1)α

r
.Otuda, ako je PB

r ∩ Kµ≤α
r
= {B}, tada je µ(Ai) > α

r
za sve i = 2, . . . , r padobijamo da je µ(A2) + · · · + µ(Ar) > (r − 1)α

r
{to nije mogu}e. Dakle,svaku partiiju koja sadr`i skup B zadovoqava bar jo{ jedan simplekskompleksa K {to na osnovu Leme 4.1 impliira da Kµ≤α

r
nije minimalno

r−neizbe`an.U op{tem slu~aju, uslov da je Kµ≤α
r
= Kµ<α

r
ne mora da impliiraminimalnost komplesa Kµ≤α

r
. Na primer, mera µ odre|ewa vektorom

(0, 1, 1, 1, 1) indukuje kompleksKµ≤ 4
3
= Kµ< 4

3
koji je 3−neizbe`an i sadr`isvih 5 temena ali i simpleks {1, 2} pa, na osnovu Primera 4.3, kompleks

Kµ≤ 4
3
nije minimalan.Me|utim, Tvr|ewe 4.7 jeste ekvivalenija u jednom speijalnom slu~aju.Tvr|ewe 4.8. Ako je µ pozitivna aditivna mera za koju je µ([n]) = α, tadakompleks Kµ≤α

2
je minimalno 2−neizbe`an akko je Kµ≤α

2
= Kµ<α

2
.Dokaz:(⇒) Po Tvr|ewu 4.7 iz uslova minimalnosti slediKµ≤α

2
= Kµ<α

2
.

(⇐)Neka je Kµ≤α
2
= Kµ<α

2
. Tada, za svaki simpleks A ∈ 2[n] va`i da je

µ(A) 6= α
2
. Otuda, za proizvoqan A ⊂ [n] va`i µ(A) < α

2
akko je µ(Ac) > α

2{to zna~i da A ∈ Kµ<α
2
akko Ac 6∈ Kµ<α

2
{to po Teoremi 2.3 impliira daje Kµ<α

2
auto-dualan odnosno minimalno 2−neizbe`an.Sada uvodimo definiiju posebne klase simpliijalnih kompleksa nakoje mo`emo da primenimo Tvr|ewe 4.6.Definiija 4.4. Ka`emo da je r−neizbe`an simpliijalni kompleks K uambijentu [n] linearno realizabilan ako jeK = Kµ≤α

r
za neku verovatnosnumeru µ na skupu [n].Kompleksi iz Definije 4.4 su predstavqaju speijalan slu~aj lin-earno realizabilnih kompleksa dobijenih pomo}u proizvoqne verovat-nosne mere i proizvoqne vrednosti praga. U radu [30] je dokazano da jekompleks K linearno realizabilan akko je �trgovinski krut� odnosnoako proizvoqan niz A1, . . . , Ak simpleksa familije 2[n] \ K nije mogu}etransformisati u niz simpleksa kompleksaK razmenom vrhova me|u sim-pleksima. Postoji jo{ nekoliko kombinatornih kategorizaija linearno69



realizabilnih kompleksa me|utim, one nisu pogodne za primenu Tvr|ewa4.6 jer ne obezbe|uju prag.Provera linearne realizabilnosti simpliijalnog kompleksa K sesvodi na nala`ewe re{ewa problema linearnog programirawa.Neka je χ : 2[n] → {0, 1}n preslikavawe koje svakom simpleksu A ⊆ [n]dodequje karakteristi~ni vektor χ(A) ∈ {0, 1}n dat sa:
χ(A)i =

{
0, i 6∈ A,
1, i ∈ A.Tada, kompleksK je linearno realizabilan akko postoji aditivnamera

µ = (α1, . . . , αn) ∈ R
n
+ i prag β ∈ R+ koji zadovoqavaju uslove:(4.3) 〈µ, (1, . . . , 1)〉 = 1,

〈µ, χ(A)〉 ≤ β za sve A ∈ K,
〈µ, χ(A)〉 > β za sve A ∈ 2[n] \K.Kao {to je opisano u [31], uslovi (4.3) imaju lepu geometrijsku inter-pretaiju. Simpliijalnom kompleksu K ⊆ 2[n] i komplementu 2[n] \ Kdodequjemo potskupove kuba [0, 1]n:

χ(K) = {χ(A) | A ∈ K}, χ(2[n] \K) = {χ(A) | A ∈ 2[n] \K}.Ako je H−(µ, β) = {x ∈ Rn | 〈µ, x〉 ≤ β} polu-prostor ~ija je graniahiperravan 〈µ, x〉 = β a H+(µ, β) = Rn \ H−(µ, β), tada uslovi (4.3) moguda se interpretiraju sa:(4.4) µ ∈ ∆n−1,
Conv

(
χ(K)

)
⊂ H−(µ, β),

Conv
(
χ(2[n] \K)

)
⊂ H+(µ, β).Dakle, kompleksK je linearnorealizabilan akkopoliedriConv(χ(K)

)i Conv
(
χ(2[n] \ K)

) mogu da se razdvoje pomo}u hiperravni ~iji vek-tor normale pripada simpleksu ∆n−1. Uslovi (4.4) impliiraju da je
Conv

(
χ(K)

)
∩ Conv

(
χ(2[n] \K)

)
= ∅. Me|utim, va`i i obrnuto tj. ako je

Conv
(
χ(K)

)
∩ Conv

(
χ(2[n] \ K)

)
= ∅ tada postoji hiperravan 〈µ, x〉 = βkoja razdvaja ove poliedre a uslov da µ ∈ ∆n−1 se posti`e skalarnimmno`ewem. Ova jednostavna opservaija nam omogu}ava da zakqu~imoda linearna realizabilnost ne zavisi od ambijenta simpliijalnog kom-pleksa jer ako su poliedri Conv

(
χ(K)

) i Conv
(
χ(2[n] \K)

) disjunktni u
Rn, oni moraju da budu disjunktni i u Rm za svem ≥ n.70



Ilustraija uslova (4.4) i odgovaraju}ih poliedara za auto-dualan kom-pleks ([3]
1

)
⊆ 2[3] je data na Figuri 17. Sa Figure 17 je tako|e jasno da jesvaki simpliijalni kompleks u ambijentu [3] linearno realizabilan. Na-jmawi primer simpliijalnog kompleksa koji nije linearno realizabilanje ∆[2] ∪∆{3,4} ⊆ 2[4].

Figura 17: Razdvajawe prostora Conv (χ(K)
) i Conv

(
χ(2[n] \K)

) za sim-pliijalni kompleksK =
(
[3]
1

).U Primerima 3.3 i 3.4 su konstruisani svi ne-izomorfni auto-dualnisimpliijalni kompleksi u ambijentu [4] i ambijentu [5]. Pomo}u al-goritma koji re{ava problem (4.3) konstruisanog u programu Wolfram
Mathematica dobijena je Tabela 1 iz koje se vidi da su svi auto-dualnikompleksi u ambijentu [4] i ambijentu [5] linearno realizabilni.

K µ β
∆[3] (0, 0, 0, 1) 0

∂∆[3] ∪∆{4} (1/5, 1/5, 1/5, 2/5) 2/5(
[3]
1

)
∗∆{4} (1/3, 1/3, 1/3, 0) 1/3
∆[4] (0, 0, 0, 0, 1) 0

∂∆[4] ∪∆{5} (1/7, 1/7, 1/7, 1/7, 3/7) 3/7
(∂∆[3] ∪∆{4}) ∗∆{5} (1/5, 1/5, 1/5, 2/5, 0) 2/5(

[3]
1

)
∗ ∂∆{4,5} ∪∆[3] (1/7, 1/7, 1/7, 2/7, 2/7) 3/7(
[3]
1

)
∗∆{4,5} (1/3, 1/3, 1/3, 0, 0) 1/3

∆[2] ∗∆{3,4} ∪ ∂∆[2] ∗∆{5} ∪∆{3,4} (1/9, 1/9, 2/9, 2/9, 1/3) 4/9(
[5]
2

)
(1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5) 2/5Tabela 1: Mereipragovilinearnorealizabilnih auto-dualnihkompleksau ambijentima [4] i [5]. 71



Primer 4.7. Hemi ikosaedar predstavqen u Primeru 2.5 je minimalno
2−neizbe`an simpliijalni kompleks. Ako pretpostavimo da je on lin-earno realizabilan, sistem (4.3) je oblika:

α1 + · · ·+ α6 = 1,
〈(α1, . . . , α6), χ(A)〉 < 1

2
za sve A ∈ Gl(RP6).Kako je svaki vrh kompleksaRP6 sadr`an u ta~no 5 glavnih simpleksa,sumirawem gorwih nejedna~ina dobijamo:

α1 + · · ·+ α6 = 1
5(α1 + · · ·+ α6) <

10
2
.{to impliira da je 5 < 10

2
{to nije mogu}e.Primer 4.8. Pretpostavimo da je triangulaija kompleksne projektivneravni iz Primera 2.6 kompleks koji je 2−neizbe`an i linearno realizabi-lan. Tada postoji mera µ : V → R+ data sa µ(vi) = αi, i = 1, . . . , 9 takva daje CP9 = Kµ< 1

2
.Iz sistema (4.3) zakqu~ujemo da za simplekse Ai ∈ Gl(K) va`e ne-jednakosti µ(Ai) < 1

2
za i = 1, . . . , 36. Ako sumiramo ove nejednakostidobijamo nejednakost(4.5) 36∑

i=1

µ(Ai) <
36

2
.Neka je hi broj glavnih simpleksa koji sadr`e teme vi ∈ V , i = 1, . . . , 9.Tada, relaija (4.5) mo`e da se predstavi sa:(4.6) 9∑

i=1

hiαi < 18.Odredimo sada brojeve hi. Neka je v ∈ V proizvoqno teme.Tada, ako je lj ∈ P vrsta koja sadr`i teme v, glavni simpleksi familije
G1 koji sadr`e teme v su: (lj ∪ lj+31) \ {w} gde w ∈ lj \ {v} i (lj−31∪ lj) \ {w}gde w ∈ lj−31. Ovakvih simpleksa ima 5.Daqe, ako v pripada simpleksu iz familijeG2, tada v ∈ m1 ∪m2 gde je
m1 ∩m2 = {w} im1, m2 ∈ L \ P . Ovde razlikujemo dva slu~aja:

• w = v. Tada, m1 i m2 mogu da budu bilo koje dve od tri prave skupa
L \ P koje prolaze kroz teme v. Ovakvih parova ima 3.72



• w 6= v. Pretpostavimo da je v ∈ m1 a m1 mo`e da bude bilo koja odtri prave skupa L \ P koja prolazi kroz v a ta~ka preseka w mo`eda bude bilo koja ta~ka pravem1 razli~ita od v. Tada, imamo ta~nodva izbora prave m2 ∈ L \ P koja se~e pravu m1 u ta~ki w. Otuda,zakqu~ujemo da ovakvih parova ima 3 · 2 · 2 = 12.Dakle, simpleksa familije G2 koji sadr`e teme v ima 15 {to zna~i daglavnih simpleksa koji sadr`e teme v ima 20. Kako je teme v ∈ V biloproizvoqno, zakqu~ujemo da je h1 = h2 = · · · = h9 = 20{to zamenom u (4.6)impliira da je
9∑

i=1

20αi = 20

9∑

i=1

αi = 20 < 18.Prethodni primeri ilustruju ~iweniu da Tvr|ewe 4.6 ne mo`e da seprimeni mnoge simpliijalne komplekse. [tavi{e, u radu [26] je dokazanodalinearnorealizabilni simpliijalnikompleksiimaju homotopski tipbuketa sfera. Kako kompleksa koji nisu buketi sfera ima zna~ajno vi{e odkompleksa koji to jesu, tehnike proene partiione invarijante opisane uovom odeqku su jako ograni~ene.S obzirom da aparati linearnog programirawa imaju vrlo razvijenmatemati~ki aparat i sastavni su deo mnogih programskih paketa, u nas-tavku }e da bude opisana metoda proene partiione invarijante sim-pliijalnih kompleksa pomo}u linearnog programirawa koja mo`e da seprimeni na svaki simpliijalni kompleks.4.4 Karakteristi~ni prag simpliijalnih kompleksaSvaki simpliijalnikompleks sadr`ilinearnorealizabilanpotkom-pleks (na primer, potkompleks sa najvi{e 3 temena) a po Tvr|ewu 4.2, par-tiiona invarijanta potkompleksa predstavqa majorantu partiione in-varijante nadkompleksa. Motivisani ovomopservaijom, uvodimo slede}udefiniiju.Definiija 4.5. Neka je K ⊆ 2[n] simpliijalni kompleks i ∆n−1 simplekssvih verovatnosnih mera na ambijentu [n]. Karakteristi~ni prag kom-pleksa K u oznai ρ(K) defini{emo sa:
ρ(K) = sup{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K}.Prakti~no, radi odre|ivawa karakteristi~nog praga kompleksa K,nalazimo wegov linearno-realizabilan potkompleks sa najve}im pragom.73



Primetimo da prag linearno realizabilnog kompleksa∆[n] nije ograni~enodozgo te u tom slu~aju uzimamo da je ρ(∆[n]) = ∞.Karakteristi~ni prag je rastu}a funkija u odnosu na relaiju �bitipotkompleks� jer ako jeK1 potkompleks kompleksaK2, tada va`i inkluzija
{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K1} ⊆ {β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K2}{to impliira da je ρ(K1) ≤ ρ(K2).Tvr|ewe 4.9. Neka je K ⊂ 2[n] simpliijalni kompleks. Tada, karakter-iti~ni prag kompleksa K mo`e da se izra~una pomo}u formule:

ρ(K) = max{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ<β ⊆ K}.Dokaz: Defini{imo skupove R1 = {β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K} i
R2 = {β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ<β ⊆ K}. Skup R2 je ograni~en odozgo jerpo pretpostavi [n] 6∈ K pa je svako β ∈ R2 mawe ili jednako od 1. Tako|e,svakoj meri µ ∈ ∆n−1 odgovara pragm = min{µ(C) | C ∈ 2[n] \K} = µ(C0)takav da je Kµ<m ⊆ K a za svako ǫ > 0 va`i C0 ∈ Kµ<m+ǫ {to impliirada Kµ<m+ǫ 6⊂ K . Ovim smo dokazali da postojimaxR2 = ρ.Primetimo da za svako µ ∈ ∆n−1 i svako β ∈ R0 va`i Kµ<β ⊆ Kµ≤β{to impliira da je R1 ⊆ R2 odnosno da je supR1 ≤ ρ. Pretpostavimo daje supR1 < ρ. Tada, za meru µ koja odgovara vrednosti ρ, kao {to smo ve}primetili, ρ = min{µ(C) | C ∈ 2[n] \K} pa, za 0 < ǫ < ρ− supR1, va`i daje Kµ≤ρ−ǫ ⊆ K odnosno da je supR1 < ρ− ǫ ≤ supR1 {to nije mogu}e.Dakle, supR1 = ρ.Analizom dokaza prethodne teoreme, zakqu~ujemo da karakteristi~niprag simpliijalnog kompleksa mo`emo da ra~unamo i na slede}i na~in.Tvr|ewe 4.10. Ako je K ⊂ 2[n] simpliijalni kompleks tada

ρ(K) = max
µ∈∆n−1

min
C 6∈K

µ(C).Sada navodimo fundamentalnu relaiju izme|u partiione invari-jante simpliijalnog kompleksa i wegovog karakteristi~nog praga kojava`i za sve simpliijalne komplekse.Teorema 4.2. Ako je K simpliijalni kompleks u ambijentu [n] tada je:
π(K) ≤

⌊
1

ρ(K)

⌋
+ 1.Dokaz: Primetimo prvo da za fiksiranu meru µ ∈ ∆n−1 i pragove β1, β2,ako je β1 ≤ β2 tada po jedna~ini (4.2) va`i da je Kµ<β1 ⊆ Kµ<β2 . Neka74



je karakteristi~ni prag kompleksa K ⊆ 2[n] jednak ρ. To po Tvr|ewu 4.9impliira da postojimeraµ ∈ ∆n−1 takva da jeKµ<ρ ⊆ K. Pretpostavimoda je r prirodan broj takav da je 1
r
< ρ odnosno da je r ≥

⌊
1

ρ(K)

⌋
+1. Tada, za

r =
⌊

1
ρ(K)

⌋
+1 imamoda jeKµ< 1

r
⊆ Kµ<ρ ⊆ K{topoTvr|ewu 4.2 impliirada je π(K) ≤ π(Kµ< 1

r
) a po Tvr|ewu 4.6 znamo da je π(Kµ< 1

r
) ≤ r.Sada }emo da opi{emo tehniku ra~unawa karakteristi~nog praga po-mo}u linearnog programirawa. Neka je ∅ 6= K ⊂ 2[n] simpliijalnikompleks. Neka su µ ∈ ∆n−1 i β ∈ R+ takvi da je Kµ<β ⊆ K, tada je

2[n] \K ⊆ 2[n] \Kµ<β = Kµ>β. Prakti~no, µ ∈ Rn i β ∈ R+ zadovoqavajusistem:(4.7) 〈µ, (1, . . . , 1)〉 = 1,
〈µ, χ(C)〉 ≥ β za sve C ∈ 2[n] \K.Ciq je da pomo}u sistema (4.7) izra~unamo karakteristi~ni prag kom-pleksa K. U Primeru 4.10 }e da da bude dokazano da je u ambijentu [n],

ρ({∅}) > 0 {to za kompleks K ⊃ {∅} impliira da je ρ(K) > 0. Zbogtoga, mo`emo da pretpostavimo da je β > 0 odnosno jedna~ine sistema (4.7)mo`emo da pomno`imo sa β−1. Tako dobijamo sistem:(4.8) 〈µ
β
, (1, . . . , 1)〉 = 1

β
,

〈µ
β
, χ(C)〉 ≥ 1 za sve C ∈ 2[n] \K.Ako konstantu 1
β
oble`imo sa m, po Tvr|ewu 4.9, nala`ewe karakter-isti~nog praga se svodi na odre|ivawe maksimalne vrednosti parametra

β ili ekvivalentno minimalne vrednosti parametra m. Dakle, Karakter-isti~ni prag simpliijalnog kompleksaK je reipro~na vrednost re{ewaproblema linearnog programirawa:(4.9) min 〈x, (1, . . . , 1)〉
x ∈ Rn

+;
〈x, χ(C)〉 ≥ 1, C ∈ 2[n] \K.Problem (4.9) ima poznatu geometrijsku interpretaiju. Neka je sim-pliijalni kompleksK ⊂ 2[n] proizvoqan. Svakom simpleksu C familije

2[n] \K dodequemo polu-prostor:
OC = {x ∈ R

n | 〈χ(C), x〉 ≥ 1}.Definiija 4.6. Blokiraju}i, poliedar simpliijalnog kompleksaK je skup:
B(K) =

⋂

C∈2[n]\K

OC .75



Blokiraju}i poliedar, kao posebna klasa poliedara, je prvo uveden u
[28] Poglavqe 5.8. Primer blokiraju}eg poliedra za kompleks ([3]

1

) je datna Figuri 18.

Figura 18: Blokiraju}i poliedar kompleksa ([3]
1

)Sada, reformulaijom problema (4.9) dobijamo slede}e tvr|ewe.Tvr|ewe 4.11. Neka je K ⊂ 2[n] simpliijalni kompleks. Ako je m minimumfunkije φ : Rn → R date sa φ(x) = x1 + · · ·+ xn na blokiraju}em poliedru
B(K), tada je:

ρ(K) =
1

m

.4.5 Ra~unawe karakteristi~nog pragaRa~unawe karakteristi~nog praga pomo}u Tvr|ewa 4.11 ili 4.10 se ukrajwoj liniji svodi na re{avawe problema (4.9) kao {to je ilustrovanoslede}im primerom.Primer 4.9. Odredimo karakteristi~ni prag simpliijalnog kompleksa
∆[n−1] u ambijentu [n]. Kako je {n} minimalni u smislu inkluzije ne sim-pleks kompleksa∆[n−1], a svi simpleksifamilije 2[n]\K sadr`en, problem(4.9) za simpliijalni kompleks∆[n−1] se svodi na:

min x1 + · · ·+ xn−1 + xn,
xn ≥ 1.Otuda, minimum funkije φ je 1 i posti`e se u ta~ki (x1, . . . , xn−1, xn) =

(0, . . . , 0, 1). Dakle, karakterisiti~ni prag kompleksa ∆[n−1] u ambijentu
[n] je 1. 76



Prethodniprimerilustruje nekolikoosobinakarakteristi~nogpraga.Prvo, kao {to smo ve}videli, karaktersti~ni prag kompleksa∆[n−1] u am-bijentu [n−1] je∞ odnosno, ρ(K) zavisi od ambijenta kompleksaK. Drugo,kako je po Primeru 2.4 kompleks ∆[n−1] auto-dualan u ambijentu [n], dobi-jamo da je:
π(∆[n−1]) =

⌊
1

ρ(∆[n−1])

⌋
+ 1.{to ilustruje ~iweniu da nejednakost π(K) ≤
⌊

1
ρ(K)

⌋
+ 1 Teoreme 4.2 nemo`e da se poboq{a u op{tem slu~aju.Ra~unawe invarijante ρ(K) kompleksa K mo`e zna~ajno da se olak{aako kompleks K ima veliki stepen simetrije. Ka`emo da grupa G delujena kompleks K ⊆ 2[n] ako svakom elementu g ∈ G odgovara bijekija (per-mutaija) g : [n] → [n] koja indukuje izomorfizam g : K → K (Definiija1.4). Tada ka`emo da je K kompleks koji je G invarijatan. Radi kom-pletnog uvida u materiju G invarijantnih topolo{kih prostora ~itaouse preporu~uje [18]. Tako|e, ka`emo da je µ = (α1, . . . , αn) mera koja je Ginvarijantna ako za svako g ∈ G va`i da je µ = gµ = (αg(1), . . . , αg(n)) {toje ekvivalentno uslovu da je αi = αg(i) za sve i ∈ [n] i sve g ∈ G.Tvr|ewe 4.12. Neka je G grupa svih permutaija skupa [n] koje deluju nasimpliijalni kompleks K ⊆ 2[n]. Neka je ∆n−1

G ⊂ ∆n−1 familija svih Ginvarijantnih verovatnosnih mera na skupu [n]. Tada:
ρ(K) = max{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1

G )Kµ<β ⊆ K}.Dokaz: Neka je µ1, . . . , µm ∈ ∆n−1 niz verovatnosnih mera. Tada, za meru
µ = 1

m
(µ1 + · · ·+ µm) i proizvoqno β ∈ R+ va`i da je

Kµ<β ⊆ Kµ1<β ∪ · · · ∪Kµm<β.Zaista, ako je µ(A) = 1
m

(
µ1(A) + · · ·+µm(A)

)
< β tada, za neko i0 ∈ [m]je µi0(A) < β jer bi u suprotnom µ(A) = 1

m

(
µ1(A) + · · ·+ µm(A)

)
≥ mβ

m
.Sada, neka je ρ(K) = ρ. Po Tvr|ewu 4.9 to zna~i da postoji mera

µ ∈ ∆n−1 takva da je Kµ<ρ ⊂ K. Tada, za svako g ∈ G kompleks g(Kµ<ρ) =
Kgµ<ρ je potkompleks kompleksa g(K) = K. Otuda, za G invarijantnuverovatnosnu meru µG = 1

|G|

∑
g∈G

gµ va`i da je Kµ<ρ ⊆
⋃
g∈G

Kgµ<ρ ⊆ K.Dakle, maksimum se dosti`e u verovatnosnoj meri µG {to kompletiradokaz. 77



Posledia 4.4. Neka je K ⊆ 2G simpliijalni kompleks koji je invarijan-tan u odnosu na grupu permutaija G skupa [n] i ∆n−1
G familija svih Ginvarijantnih verovatnosnih mera na skupu [n]. Tada:

ρ(K) = max
µ∈∆n−1

G

min
C 6∈K

µ(C).Sada navodimo najjednostavniji slu~aj odre|ivawa karakteristi~nogpraga G invarijantnih simpliijalnih kompleksa. Ka`emo da grupapermutaija G skupa [n] deluje tranzitivno na simpliijalni kompleks
K ⊆ 2[n] ako za svako i, j ∈ [n] postoji g ∈ G tako da je g(i) = j. Tada, Ginvarijantna mera µ = (α1, . . . , αn) je takva da za proizvoqneαi, αj postoji
g ∈ G tako da je αi = αg(i) = αj . Otuda, ∆n−1

G = {
(
1
n
, . . . , 1

n

)
} {to dokazujeslede}e tvr|ewe.Posledia 4.5. Ako jeG grupa permutaija skupa [n] koja tranzitivno delujena simpliijalni kompleks K ⊂ 2[n], tada je:

ρ(K) =
1

n
min{|C| | C ∈ 2[n] \K}.Dakle, u slu~aju simpliijalnih kompleksa kojima je grupa automor-fizama tranzitivna, karakteristi~ni prag je potpuno odre|en ne-simple-ksom najmawe kardinalnosti.Primer 4.10. Neka je K =

(
[n]
k

) simpliijalni kompleks u ambijentu [n].Tada, grupa automorfizama kompleksa K je grupa Sn svih permutaijaskupa [n] koja je tranzitivna pa, na osnovu Posledie 4.5, dobijamo da je
ρ(K) = k+1

n
. Speijalno, za k = 0, dobijamo da je ρ({∅}) = ρ

((
[n]
0

))
= 1

n
.Dakle, mo`emo da zakqu~imo da karakteristi~ni prag simpliijalnogkompleksa ∅ 6= K ⊂ 2[n] pripada intervalu (0, 1].Korisre}iPoslediu 4.5mo`emodaizra~unamokarakteristi~nepragovesimpliijalnih kompleksa opisanih u Poglavqu 2.4.Primer 4.11. Hemi ikosaedar prikazan na Figuri 7 je dobijen identi-fikaijom antipodalnih ta~aka ikosaedra. Znamo da je grupa izometrijaikosaedra G tranzitivna. Otuda, faktor grupa G/{1, r} gde je r reflek-sija u odnosu na barientar ikosadra je tako|e tranzitivna i deluje nasimpliijalni kompleks RP6. Kako je min{|C| | C ∈ 2[6] \ RP6} = 3,karakteristi~ni prag kompleksa RP6 je ρ(RP6) =

3
6
= 1

2
.Primer 4.12. Kompleksna projektivna ravan CP9 opisana u Primeru 2.6ima grupu automorfizama G koja sadr`i sve translaije (translaijom78



ambijentaZ3×Z3 za vektor (i, j) ∈ Z3×Z3 dobijamo skup (i, j)+3Z3×Z3 =
Z3 × Z3). Otuda, grupa G deluje tranzitivno na CP9. Kako najmawi (uodnosnu na kardinalnost) ne simpleks kompleksa CP9 sadr`i 4 elementa,dobijamo da je ρ(CP9) =

4
9
.U radu [5] je opisano nekoliko potenijalnih triangulaija kvater-nionske projektivne ravni u ambijentu [15]. Kasnije je u [11] potvr|enoda me|u wima, kombinatorna mnogostrukost HP15 koja ima najve}i ste-pen simetrije zaista predstavqa triangulaiju kvaternionske ravni. Nastranii 169 u radu [5] je dokazano da je grupa automorfizama kompleksa

HP15 tranzitivna{to dokazuje da je karakteristi~niprag kompleksaHP15jednak 6
15

= 2
5
.4.6 Karakteristi~niprag spajawa simpliijalnihkompleksaSpajawem simpliijalnih kompleksa Ki ⊆ 2Vi , i ∈ [n] dibijamo sim-pliijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗Kn u ambijentu V1 ⊔ · · · ⊔ Vn. Ako 4.2primenimo na komponente kompleksa K, primenom Teoreme 4.1 dobijamoda za partiionu invarijantu kompleksaK va`i:(4.10) π(K) ≤

⌊
1

ρ(K1)

⌋
+ · · ·+

⌊
1

ρ(Kn)

⌋
+ 1.Primer 4.13. Neka jeK =

(
[2]
1

)
∗· · ·∗

(
[2]
1

)
= ∂♦n triangulaija granie krstpolitopa ♦n = Conv{ei,−ei | i ∈ [n]}. Po Primeru 4.10 dobijamo da je

ρ(
(
[2]
1

)
) = 1{to primenomnejednakosti (4.10) impliira da je π(K) ≤ n+1.Me|utim, kako je grupa izometrija krst politopa odnosno grupa automor-fizama kompleksa K tranzitivna, primenom Posledie 4.5 dobijamo daje ρ(K) = 2

2n
= 1

n
jer kardinalnost najmaweg simpleksa koji ne pripadakompleksuK je 2. Tada, po Teoremi 4.2 dobijamo da je π(K) ≤ n+ 1.Prethodni primer pokazuje da karakteristi~ni prag spajawa simpli-ijalnih kompleksa mo`e da se aproksimira pomo}u karakteristi~nihpragova wegovih komponenata. Motivisani ovom opservaijom, for-muli{emo slede}e tvr|ewe.Teorema 4.3. Neka su ∅ = Ki ⊂ 2Vi simpliijalni kompleksi u ambijentima

Vi, i ∈ [n]. Tada, za simpliijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗Kn u ambijentu
V1 ⊔ · · · ⊔ Vn va`i:

1

ρ(K)
=

1

ρ(K1)
+ · · ·+ 1

ρ(Kn)
.79



Dokaz: Neka je Ki ⊆ 2Vi , i ∈ [n] niz simpliijalnih kompleksa u disjunk-tnim ambijentima Vi. Neka je K = K1 ∗ · · · ∗ Kn i ρ(K) = ρ, ρ(Ki) = ρi,
i ∈ [n] i neka je V = V1 ∪ · · · ∪ Vn.Kako je po pretpostaviKi ⊆ K za sve i ∈ [n], dobijamo da je ρi ≤ ρ zasve i ∈ [n]. Sumirawem, dobijamo da je ρ1 + · · ·+ ρn ≤ nρ odnosno da je

1

ρ
≤ n

ρ1 + · · ·+ ρn
≤ 1

ρ1
+ · · ·+ 1

ρn
.. Neka je µ : V → R+ verovatnosna mera takva da je min{µ(C) | C ∈

2V \ K} = µ(C0) = ρ. Neka je µ(Vi) = αi za sve i ∈ [n]. Primetimo daje αi > 0 za sve i ∈ [n] jer αi = 0 impliira da je µ(Vi) = 0 odnosnoda Vi ∈ Kµ<ρ ⊆ K {to nije mogu}e. Tada, na ambijentima Vi mo`emo dakonstrui{emo verovatnosne mere µi =
1
αi
µ|Vi

(µ|Vi
je restrikija mere µ naskup Vi). Neka je C ∈ 2Vi \Ki proizvoqan ne simpleks. Kako simpleks C nepripada kompleksu K, dobijamo da je µ(C) ≥ ρ odnosno da je µi(C) ≥ ρ

αi
.Otudamin{µi(C) | C ∈ 2Vi \Ki} = ρ

αi
{to impliira da je ρi ≥ ρ

αi
odnosnoda je 1

ρ1
≤ α1

ρ
. Sumirawem dobijenih nejednakosti dobijamo:
1

ρ1
+ · · ·+ 1

ρn
≤ α1

ρ
+ · · ·+ αn

ρ
=

α1 + · · ·+ αn

ρ
=

1

ρ
.Primetimo da u Teoremi 4.3, kompleksi ∅ i ∆Vi

ne mogu da u~estvuju uspajawu. Me|utim, ako je Ki = ∅ ⊆ 2Vi jedan od komponenti spajawa, toza kompleks K prakti~no zna~i uve}awe ambijenta a problem partiioneinvarijante ovih kompleksa je re{enTvr|ewem 4.3. Tako|e, ako jeKi = ∆Vi
,tada simpliijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗Kn je izomorfan kompleksu

(K1 ∗ · · ·Ki−1 ∗Ki+1 ∗ · · ·∗Kn)∗∆Vi
a u Primeru 1.2 smo videli da se ovakvospajawe svodi na uzastopni konus nadK1 ∗ · · ·Ki−1 ∗Ki+1 ∗ · · · ∗Kn {to poPrimeru 4.5 ne uti~e na partiionu invarijantu.Teorema 4.3 tako|e pokazuje da je nejedna~ina (4.10) ekvivalentna ne-jedna~ini Teoreme 4.2 primewene na spajawe simpliijalnih kompleksa.Posledia 4.6. Ako je ∅ 6= K ⊆ 2V simpliijalni kompleks tada je

ρ(K∗n) =
1

n
ρ(K)Primer 4.14. Ako je K simpliijalni kompleks RP6 ili CP9 ili HP15,tada je karakteristi~ni prag kompleksaK∗n redom 1

2n
ili 4

9n
ili 2

5n
.80



4.7 Ekses karakteristi~nog pragaPostavqa se pitawe koliko je tehnika karakteristi~nog praga dobraza proenu partiione invarijnante datog simpliijalnog kompleksa.Zbog toga, u ovom odeqku uvodimo pojam eksesa simpliijalnog kom-pleksa koji prakti~no predstavqa gre{ku proene partiione invari-jante kori{}ewem Teoreme 4.2.Definiija 4.7. Neka jeK ⊆ 2[n] simpliijalni kompleks. Ekses karakter-isti~nog praga (ili kratko ekses) kompleksa K defini{emo sa:
ǫ(K) =

⌊
1

ρ(K)

⌋
+ 1− π(K).Kao {to smo ve} videli u Poglavqu 4.5, kako su kompleksi RP6, CP9i HP15 auto dualni i znamo wihov karakteristi~ni prag, imamo da je

ǫ(RP6) = ǫ(CP9) = ǫ(HP15) = 1. Radi testirawa eksesa simpliijal-nih kompleksa, u programu Wolfram Mathematica je konstruisan algori-tam koji ra~una karakteristi~ni prag datog simpliijalnog kompleksare{avawem problema (4.9). Program je primewen na auto-dualne simpli-ijalne kompleke generisane tehnikama opisanim u Poglavqu 3 i dobijenaje Tabela 2.
n = 3

ρ 1 2/3
ǫ 0 1

n = 4
ρ 1 2/3 3/5
ǫ 0 1 1

n = 5
ρ 1 2/3 3/5 4/7 5/9
ǫ 0 1 1 1 1

n = 6
ρ 1 2/3 3/5 4/7 5/9 6/11 7/13 8/15 9/17 1/2
ǫ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1Tabela 2: Karakteristi~ni pragovi i eksesi auto-dualnih kompleksa uambijentima [n] za n = 3, 4, 5, 6.Kao {to se vidi iz tabele, ekses auto-dualnih simpliijalnih kom-pleksa je uglavnom jednak 1. Ovo je posebno iznena|uju}e za simpliijalnekomplekse u ambijentima [3], [4] i [5] jer znamo da su svi oni linearno re-lizabilni. Vrednost eksesa 0 odgovara auto-dualnim simpliijalnimkompleksima ∆[n]\{i} ~iji karaktersiti~ni prag je po Primeru 4.9 jednak

1. Otuda, name}e se zakqu~ak da da bi u uve}anim ambijentima vrednost81



eksesa bila mawa. Me|utim, Tabela 3 dobijena ra~unawem karakter-isti~nog praga auto-dualnih kompleksa D[n] ali u uve}anim ambijentima
[n+1] u kojima su ovi kompleksi po Tvr|ewu 4.3 minimalno 3−neizbe`ni,nagove{tava osobinu da ekses simpliijalnog kompleksaK ne zavisi odambijenta.
n = 4

ρ 1/2 2/5
ǫ 0 1

n = 5
ρ 1/2 2/5 3/8
ǫ 0 1 1

n = 6
ρ 1/2 2/5 3/8 4/11 5/14
ǫ 0 1 1 1 1

n = 7
ρ 1/2 2/5 3/8 4/11 5/14 6/17 7/20 8/23 9/26 1/3
ǫ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1Tabela 3: Karakteristi~ni pragovi i eksesi minimalno 3−neizbe`nihsimpliijalnih kompleksa u ambijentu [n] koji su auto-dualni u ambijentu

[n− 1] za n = 4, 5, 6, 7.Dakle, u velikom broju slu~ajeva, Teorema 4.2 ne mo`e da odredi pre-izno partiionu invarijantu simpliijalnog kompleksa ve} uglavnomwenu majorantu.Slede}i primer ilustruje osobinu da ekses karaktersti~nog pragasimpliijalnog kompleksa mo`e da bude proizvoqno veliki.Primer 4.15. Neka je K =
(
[3]
1

) simpliijalni kompleks koji je auto-dualan u ambijentu [3]. Po Primeru 4.10, wegov karakteristi~ni pragje ρ(K) = 2
3
. Otuda, po Posledii 4.6, simpliijalni kompleks K∗n uambijentu [3] ⊔ · · · ⊔ [3] ima karakteristi~ni prag 2

3n
. Kako je po Primeru4.6 partiiona invarijanta kompleksa K∗n jednaka n + 1, dobijamo da jeekses simpliijalnog kompleksaK∗n:

ǫ(K∗n) =

⌊
1

ρ(K∗n)

⌋
+ 1− π(K∗n) =

3n

2
+ 1− (n+ 1) =

n

2
.Poboq{awe Teoreme 4.2 radi smawewa gre{ke aproksimaije parti-ione invarijante }e da bude predmet budu}ih istra`ivawa.
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5 Dodatak: Aleksanderova dualnost i Dedekin-dovi brojeviU ovom poglavqu istra`ujemo primenu Teoreme 3.1 radi proene Dede-kindovih brojeva.Dedekindovi brojeviD(n) su uvedeni u [8] kao brojevi razli~itihmono-tonih Bulovih funkija sa n ∈ N promenqivih. Formula za ra~unawevrednosti D(n) je otkrivena u [19] me|utim, uprkos ovom otkri}u, ta~nevrednosti brojeva D(n) se znaju samo za n ≤ 8 i mnogo truda je ulo`enoradi nala`ewa Dedekindovih brojeva za ve}e vrednosti parametra n.Funkiju f : {0, 1}n → {0, 1} nazivamo Bulova funkija sa n ∈ Npromenqivih. Razlog za termin Bulova je {to, ako skup {0, 1} interpre-tiramo logi~kim simbolima {⊥,⊤}, funkiju f = ft mo`emo da posma-tramo kao evaluaiju terma t u kojem figuri{u promenqive x1, . . . , xn.Na primer, t je tautologija akko za sve (x1, . . . , xn) ∈ {⊥,⊤}n va`i da je
ft(x1, . . . , xn) = ⊤.Na skupu {0, 1}n defini{emo ure|ewe na slede}i na~in:(5.1) (x1, . . . , xn) � (y1, . . . , yn) ⇔ (∀i ∈ [n])xi ≤ yi.Tada, ka`emo da je Bulova funkija f monotona akko iz (x1, . . . , xn) �
(y1, . . . , yn) sledi f(x1, . . . , xn) ≤ f(y1, . . . , yn). Na primer, ako uzmemo da je
⊥ < ⊤, primer jednemonotoneBulovefunkije na {⊥,⊤}n je f(x1, . . . , xn) =
x1 ∨ · · · ∨ xn.Svakoj monotonoj Bulovoj funkiji f : {0, 1}n → {0, 1} dodequjemofamiliju skupova Kf=0 = {A ∈ [n] | f

(
χ(A)

)
= 0}. Tada, Kf=0 je sim-pliijalni kompleks u ambijentu [n] jer, A ⊆ B akko je χ(A) � χ(B) pa,ako B ∈ Kf=0 to impliira da je f(χ(A)) ≤ f
(
χ(B)

)
= 0 odnosno da je

f
(
χ(A)

)
= 0 {to zna~i da A ∈ Kf=0.Va`i i obrnuto tj. svakom simpliijalnom kompleksu K ⊆ 2[n] odgo-vara jedinstvena Bulova funkija fK : {0, 1}n → {0, 1} data sa:

fK(x1, . . . , xn) =

{
1, {i ∈ [n] | xi = 0} ∈ K,
0, {i ∈ [n] | xi = 0} 6∈ K.Pri tom, uslov monotonosti funkije fK je ispuwen jer (x1, . . . , xn) �

(y1, . . . , yn) je ekvivalentno inkluziji {i ∈ [n] | xi = 0} ⊆ {i ∈ [n] | yi = 0}.Dakle, svakoj monotonoj bulovoj funkiji sa n promenqivih odgovarajedisntveni simpliijalni kompleks sa najvi{e n vrhova. Otuda, D(n)83



mo`e da se izra~una kao broj razli~itih simpliijalnih kompleksa uambijentu [n].Neka je K[n] familija svih simpliijalnih kompleksa u ambijentu [n] anekaSPD[n] odnosnoT [n] predstavqajufamilije svih nad-dualnih odnosnotransendentnih simpliijalnih kompleksa u ambijentu [n].
n |SD[n]| |D[n]| |T [n]| D(n)1 2 1 0 32 4 2 0 63 12 4 0 204 81 12 18 1685 2646 81 2370 7581Tabela 4: Dedekindovi brojeviKako je po Definiiji 2.3 svaki kompleks K ∈ K[n] pod-dualan, nad-dualan ili transendentan, a transendentnikompleksi ne mogu da da budupod-dualni ili nad-dualni, dobijamo formulu:

|K[n]| = |SD[n]|+ |SPD[n]| − |SD[n] ∩ SPD[n]|+ |T [n]|.na osonovu Leme 2.1 vidimo da je operator dualnosti _̂[n] : SD[n] →
SPD[n] sam sebi inverzan pa je bijekija {to impliira da je |SD[n]| jed-nako |SPD[n]|. Tako|e, po Definiiji 2.3 simpliijalni kompleks je auto-dualan akko je pod-dualan i nad-dualan. Prethodne opservaije, zajedno saTeoremom 3.1 dokazjuje da je:(5.2) D(n) = 2|D[n+1]| − |D[n]|+ |T [n]|Tabela 4, dobijena pomo}u ra~unara, ilustruje primenu jedna~ine (5.2)za male vrednosti parametra n.Jedna~ina (5.2) ukazuje na ~iweniu da poznavawe broja auto-dualnihkompleksa obezbe|uje dowu graniu za D(n). Tako|e, kako su po Tvr|ewu2.2 svi kompleksi u ambijentu [n] poddualni u ambijentu [n+ 1], broj auto-dualnih simpliijalnih kompleksa u ambijentu [n + 2] obezbe|uje gorwugraniu za broj D(n) odnosno va`i nejednakost:(5.3) 2|D[n+1]| − |D[n]| ≤ D(n) < |D[n+2]|.Istra`ivawem osobina grafa susedstvaNGn pomo}u metoda opisanihu Poglavqu 3 mo`emo da otkrijemo broj auto-dualnih simpliijalnih84



kompleksa u ambijentu [n] {to primenom jedna~ine (5.3) daje proenubroja D(n). Da bi Dedekindovi brojevi mogli potpuno da se odrede ovommetodom, potrebno je da se analiziraju kombinatorna svojstva transen-dentnih simpliijalnih kompleksa {to }e da bude predmet budu}ih is-tra`ivawa.
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