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IIpearosop

Hoxropant TumoTtujeBuh Mapunko je ynucao 1oKTopceke crynuje Tomonoru-
jemkoncke 2012/2013 na MaTtematuakoM pakynTeTy YHUBep3uTeTa y beorpany.
TokoMm cTynmja, MOTOXKHUO je TpenMere Anre0apcKy TOMONIOTH]Y, TOIOIOIIKY
komMOuHaTopuky u OmabpaHa moriaB/ba Anredapcke TOIOJOTHje KO Mpod.
np Cunume Bpehuiie, Teopujy Mopca, dudepenunjanny tomnonorujy u I1JI
Tonojorujy ko ap Anekcanjpa I'pyjuha, K-reopujy u JluckpetHy u pauyHapcky
TomoJorujy ko rmpod. ap Panera XKusasbeBuha.

Kao neo kypca JluckpeTHe U pauyHapcke TOMOJOTHje, JOKTOPAHT je Mpo-
rpamy Wolfram Mathematica koHCTpyHcao BemUKH OpOj KOMIT)YyTEPCKHX IIPO-
rpama. Ty ce moceOHO UCTHUY MTpOorpamMu 3a ojpehrBame KOMOMHATOPHUX UH-
BapHjaHTU CUMIUTHMIIN]ATHUX KOMILIEKCA TEXHUKaMa JJMHEAPHOT MPOrpaMUupama
Koju ce HaBojie y [lormaBiby 4, Kao ¥ Mporpam 3a yTBphusame henmjcke cTpyk-
Type CHUMIUIMIIM]ATHUX KOMIUIekca nmomohy [luckpetHe Teopuje Mopca Koju
omoryhaBa pauyHame XOMOJIOTHje CUMILTULIMjalTHUX KoMIuiekca. [lomohy koH-
CTpYUCAHUX IIpOTrpaMa U BETUKOT Opoja eKcriepruMeHaTa JOKTOPAHT je YCIeo 1a
odopmu U JIOKaXe BeTUKU Opoj TBphewa Ha Kojuma je oBa aucepranuja d0asu-
pana. Takolhe, mokTopaHT je 6e3 npehalmer 3Hamba eKCIIEPUMEHTATHO OTKPUO
13B. KoMOuHaTopHy AnekcanaepoBy ayaiHocT (Teopema 2.2) mTo je y BETHKO]
MepH YyTULATIO HA JaJbU TOK HETOBUX UCTPAKUBAHA.

HayuHo ucTpaXuBaukul paji JOKTOpPAHTa 3alouMibe T3B. Jla-nma mpojekTom
y capaamu ca 1p Manyenom Mysukom Jluznapesuh u npod. np Pagerom XKu-
BaJbeBuheM. Lluib mpojekTa je Ouna aHanmu3a MormIovYaBama MaX0OBCKUX MPeka
texHukama ['peGHepoBux 0asza. Pesynarar je pan [25] o6jaBber 2016-¢ roaune
KOjU MpeCTaBIba reHepanu3auujy pesynrata Konseja u Jlarapuaca o6jaBibeHOT
y [7] u3 1990-¢ romune. HakoH TOra, JOKTOPAHT CBOjy MAXIby MpEycMep-
aBa HA HCTPAXUBAHE AyTO-IyaTHHX CUMIUTULHUjATHUX Kowmrulekca ([dedunu-
nuja 3.2) Ka0 ¥ BUXOBHUX I€HEpaau3alujd, T3B. I —HEU30EKHUX CUMILIIU]ATI-
Hux Komruiekca (depununmja 4.2). Pesynrar je pan [32] koju omoryhasa HOBU
yBUJI y KOMOMHATOPHY CTPYKTYpY ayTO-IyaTHUX KOMIUIEKCA IITO OJIaKIIaBa
IbUXOBY KOHCTPYKIM]Y U KOMOWHATOpHY Kiacudukauujy. JOKTOpaHT je 3a-
jenHo ca mipod. np Pamerom KuBasweBuhem, npod. np Cunummom Bpehurom,
ap dymkom Jouhem u Mapujom Jenuh xoaytop pana [15] koju ce 6aBu aHa-
M30M KOMOMHATOPHUX CBOJCTABA " —HEU30€KHUX CUMIUTMIIMjAJTHUX KOMILIEKCA.
VY BpeMme mucama OBe JUcepTalyje, JOKTOPAHT je yUYECTBOBAO Y UCTPAKUBAILY
MTOJIUTOITATHOCTH U 3BE3I0TUKOCTH buepoBux chepa (dedbunumnmja 2.2) 3ajenHo
ca np @ununom Jepruhem u mpod. np Pamerom KusaweBuhem. Pesynratu
UCTPAXUBAaA Cy 00jaB/beHn y [14].



I'maBHM npeameT aucepTaiyje je aHaIM3a CUMILTUALIN] ATHUX KOMIUIEKCA CIIEIIH-
JaIIHO, CUMILTMIIM]ATHUX KOMIUIEKCA KOJU Cy JeIHAKH CBOjeM AJIEKCAHACPOBOM
nyany (depununmja 2.1) Koje Ha3UBaAaMO ayTO-AYATHH CUMILTHITHjaTHU KOM-
IUIeKCH. AyTO-AyalTHU CUMILTUALIA]AITHA KOMILJIEKCH C€ JaBJba]y Y MHOTUM I'paHama
MaTeMaTHKe MOMyT alnredbapcke TOMOIOTH]je, TOMOIOUIKE KOMOMHATOPHUKE, TEO-
puje urapa, Teopuje xunep-rpadona, KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIM]e UTH. Paaun
wiycTpanuje, nosuara ,,Teopema yckor rpna’ Exmonsca u @ynkepcena us [9)
je KilacHyaH pe3ynTaT TeopHje ONTUMHU3AIMje MO KOjeM 3a CBAKU ayTO-AyallHU
cummmunyjanan kommaeke K C 2 i cpaxy dynkumjy f ¢ [n] — R Baxm:

TR =l W)

riae je C daMuwidja KOMIDIEMEHATA CBUX IJIaBHHMX (MaKCHMaJHHX) CHMIUICKCA
Komruiekca K.

Y KOMOMHATOPHO] anredapckoj TOMOIOTHJU, AYyTO-TyaTHU CUMILTALUjATTHU
KOMIIICKCH MPEICTABIbAj]y KAHOHCKE IMPUMEPE reOMETPHJCKUX 00jeKkaTa ca orpa-
HUYEHOM JIMMEH3HJOM reoMeTpujcKkor amoujeHTta. Y Ilornasspy 2, momohy ma-
Tepujana npeyseror us [22] u [23], ce naje caxkeT 10Ka3 j1a ayTo-1yajHU CUMILTU-
mujaman Komrwteken K C 2" me mory ma ce mpescTaBe XoMeoMOP(GHIM MOT-
npocropuma Eykmuzckor npocropa R" 3. Jlokasyje ce qa Baku U TeHepaTHUje
TBpheme Tj. cnajamweM (Hedbununmja 1.6) ayTo-nyalTHUX CUMIUTUIU]ATHUX KOM-
mnekca K; C 2", i € [k] nobujamo kaHOHCKe MpUMepe CUMILTMIIMjaTHIX KOM-
TJIEKCA KOJU HUCY YJI0KUBH Y EYKITMICKU TPOCTOP MUMEH3Uje Ny + - - -+ 1Ny —k—2
jep CBAKU HUXOB MPaBH MOTKOMILTEKC MO3Ke J1a ce yaoxku y R™+Fm=k=2 (Teo-
pema 2.4). V llornasby 2 ce Takohe HABOJIU 3HAYA] ayTO-IyaTHUX CHUMILIU-
LMjATHUX KOMIUIEKCA 3a MPOLEHY IUMEH3Uj€ T€OMETPU]CKOT aMOUjEeHTa 1aToT
TOIOJIOUIKOT MPOCTOPaA CHENUjaIHO, TpadoBa U CUMIUIIULIM]ATHUX KOMILIEKCA
KOjU HUCY IU1aHapHU. HaBoje ce mprMepu MUHUMAJIHUX TPUAHTYJIAIMUja IPO-
jexktuBHUX mpoctopa (IIpumepu 2.5 u 2.6) ca HArTaCKOM Ha YULEHULLY 1a ayTO-
JyallHd CUMIUTALIMJAITHA KOMIUIEKCH U FbUXOBA CIajamha YECTO MPEICTaBIbajy
MUHHMAaJTHE TPUAHTYJIAIH]je CBOJHX T€OMETPH]CKUX pean3aliuja.

[Mornassbe 3 je Gasupano Ha paixy [32] ¥ UCTpaxyje MHTEPECAHTHY BE3y
u3Mely ayTo-myanHux cuMmmimjanaux komrmaekca K C 2" u xommiekca
K C 21 xoju cy moTKOMIUIEKCH CBOjer AJIEKCaHIepOBOr Ayaja, T3B. MOJ-
nyanHux komriekca (Jedununumja 2.3). Y oBOM MOTTaBIby ce TOMONY KOHIIENTa
,JIpecTpojaBama cuMmiuiekca’ (TBpheme 3.1) kojer je oprunanno yseo Ceprej Me-
JIMKXOB y [23], onucyje TEXHUKA PEKOHCTPYKIMjE ayTO-1yaHUX CUMILIUIIUjaI-
HUX KOMIUIEKCA paJii J00OHjamka CBUX ayTO-IyaTHUX KOMILICKCA Y JaTOM aMOu-
jenrty. Panu jeqHOocTaBHMjET TIperieaa v Kiracudukalyje, yBoau ce mojam rpada
cycenctea N'G,, KojeM Cy YBOPOBHU CBH ayTO-IyallHU KOMIUIEKCH Y aMOHMjEHTy



[n]. Hokasyje ce na je rpad N'G,, yBek MOBE3aH a 3aTUM CE aHATM3UPA]y Iy TEBU
y rpady NG, koju mounmy ayTo-gyanHuMm KommiekcoM Ap,_j C 2" Opa
aHamu3a oMoryhaBa KOHCTPYKIIH]y T3B. onepaTopa kopena / : D" — 8D n—1]
(Jdedurunuja 3.1) rae je D" pamunnja cBUX ayTo-IyaTHHX KOMIDTEKCA Y aM-
Oujenty [n] a yalis (damMunmja CBUX MOJA-TyaTHUX KOMIUIEKCA Y aMOHjeHTY
[n — 1]. Jloka3syje ce ma omepatop KOpeHa MMa MHBEp3HU moepatop A Kojer
Ha3MBaMO orneparop ayanHe Haiarpanmwe (depununmja 3.2) mro mokasyje na
je Opoj ayTo-yaNHUX KOMIUIEKCA y aMOUjeHTy [n] jenqHak Opojy Mmoji-IyalHux
KoMmIutekca y ambujerty [n — 1] (Teopema 3.1). 3atum ce momohy KoHIenTa
nuHKa cuMIuiekca (JdeduHunmja 1.5) 1 KoHyca CUMIUTHIIA]ATHOT KOMITIEKCa 1aje
reomeTpujcku ormc omepatopa / u A (Tephemwa 3.7 u 3.8) mro omoryhasa
HOBU YBUJI Y CTPYKTYPY U KOMOMHATOPHY KIacU(pUKALU]y ayTO-AyaTHUX CUM-
MIMIUjaIHUX KoMrutekca. ['maBHuU pesyarart je Teopema 3.3 koja mokasyje na
j€ CBaKW ayTo-JIyallaH CUMIUTMIIMjAJTHU KOMIUIEKC MOTHYHO oapeheH JuHKOM
MIPOU3BOJHHOT TeMeHa. [1ormaBibe ce 3aBplaBa KapaKTepu3alujoM f —BeKTOpa,
XOMOJIOTHj€ U KOXOMOJIOTHje TyaTHUX HAATPaIbU U OIMUCYje ce HOBA TEXHUKA
KOCTPYKIIMje ayTO-IyaJITHUX CUMIUIMIIM]AITHUX KOMILUIEKCA ca YHAIPEJI 3a/1aTUM
XOMOJIONIKUM TpylaMa ca MOCEOHMM OCBPTOM HAa KOMIUICKCE KOJU ,JIMUE HA
npojextuBHe pasuu (Jdepununuja 3.3).

[Mornassbe 4 je 6azupaHo Ha pafy [15] 1 6aBU ce AHATTM30M T3B. ' —HEM30EKHIX
cUMITTUIMjaATHIX KomIutekca (depununuja 4.2). HenszOeXHU CHMIUTUIIA]ATHI
KOMIUTEKCH Cy MPBH MyT yBedeHH y [4] mom Ha3uBoM ,,IBepOepr Hen3OeHU
MOTKOMIUIEKCH  PaJM PellaBarma npobnema TBepOeproBor Tua Kao riiaBHU ap-
rymenT Brarojesuh-®puk-Llurnep ,,MeTo1e orpanuyuerma’ . Y 0BOj IucepTanuju
Ce AHAIM3UPAJy OCOOMHE 7" —HEU30CIKHUX KOMILIEKCA Y KOHTEKCTY jJeHE KOM-
6MHATOpHE MHBApHjaHTe CUMILTHIHjanHuX kKoMmnekca K C 2" mox masmBom
napTuiroHa nuBapujanta (Jdedununmja 4.1), y o3xanu 7 (K ), Koja mpeacraBiba
HajMawu O0poj r € IN TakaB ma kKomIuiekc K caapxu Oap jenaH CUMILIEKC
CBaKe Mmapruije aMOujeHTa [n] HA T AMCJyHKTHUX CKYIOBAa. YBOJHU Ce IMOjaM
MUHHUMAJIHO 7-HEM30€KHUX CUMIUTUIMjATHUX KoMILiekca (dedunuimja 4.3) xao
reHepaIn3alja ayTo-IyaTHUX KOMIUIeEKca (KOJjU Cy MO HOBO] TEPMHHOIOTH]H
MUHUMAITHO 2-HeU30eKHU) U TOKa3yje ce /1a je MapTUIMOHA UHBAPHjaHTA OBUX
komruiekca jenHaka r (ITocnenuia 4.2). 3atum ce aHanu3Mpa NAPTUIIMOHA UH-
BapHujaHTa crajama cuMiiuujanrHux kommiekca (Teopema 4.1 u IMocnenuna
4.3) u nokasyje ce TJIaBHO TBphEewE /1a Cy CUMIUTUIMJATHA KOMIUIEKCH HACTAJIN
CITajarbeM 1 ayTO-AyaTHIX KOMIUIEKca MUHUMAITHO (n+1)-Hen36exuu (TBpheme
4.5) mTo UMILTUIUPA /14 je IbUXOBa MapTULIMOHA UHBapujaHTa n + 1.

VY npyrom neny Ilornasmba 4 ce aHamu3upa " —HEU30EKHOCT CUMILTULIM]ATT-
HIX KOMIUIEKCA KOji HACTajy OorpaHuuYaBameM agutusHe mepe 1 @ 2" — R,
OIHOCHO KomIutekca obmnka K< = ' ((—o0, ])). Ose kommnekce Ha3u-
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BaMO JIMHEAPHO PeIM3a0MIHUM 4 KOHCTAHTY 3 Ha3UBaMO Ipar KoMmIuiekca K, <s.
IToTtom ce mokasyje aa mpar [ moTmyHo oapelhyje HUBO He30€KHOCTH KOMITIEKCA
K, <p (TBpheme 4.6). Kako cuMIIuIujaTHIX KOMIUIEKCA KOJH HUCY JIMHEAPHO
peann3aOuTHI IMa eKCITOHEHITH]aTHO BUIIIE O] KOMIUTEKCA KOJH jecy, y HACTABKY
ce YBOJIHM IojaM KapakTepucTHaHor npara p( K ) xommnekca K C 21" (Jledunu-
uuja 4.5) kao HajBeha BPeIHOCT Mpara JUHEAPHO PeaTn3a0WITHOT TOTKOMILIEKCA
komiuiekca K. ['maBuu pe3yatat je Teopema 4.2 koja 10Ka3yje 1a 3a apTHIHOHY
UHBAPHUJAHTY T U KAPAKTEPUCTHUYHH IIPAr p BaXXH HEJeTHAKOCT:

7(K) < {ﬁJ +1.

Hame ce y [lornasspy 4 onucyje TeXHUKA payyHama KaPAKTEPUCTUYHOT Mpara
MeToJaMa JIMHeapHoT mporpamupama (IIpobmem (4.9)), aHanusupa ce Kapa-
KTePUCTUYHH TMpar KoMIulekca ca rpyrnoM ayromopduzama G (TBpheme 4.12,
[Mocneauia 4.4) u qokasyje ce j1a ako je rpymna ayromophuszama G komruiekca K
TPAH3UTUBHA, TAJIA j¢ KAPAKTEPUCTUYHU Mpar Komiuiekca K mormyHo ojpeheH
HEe-CUMIUIEKCOM ca HajMamwe enemeHarta (Ilocnenuma 4.5). Ha xpajy ce nokasyje
Ja je KapaKTepUCTUYHU Mpar clajalka CUMIUIIUJATHUX KOMIUIEKCA MOTIYHO
onpeheH momohy KapaKTepUCHUTHUHUX MparoBa KoMmioHeHaTa (Teopema 4.3)
u yBoau ce nojam excueca (Hdepununuja 4.7) koju mepu rpeuiky oapehusama
MapTUIIMOHE MHBAPHUjAHTE KOMIUIEKCa MoMOhy KapaKTepUCTUKE p.

[Tocnenme nmornassbe, Ilornasswe 5, onmcyje mpumeny Teopeme 3.1 Ha oxpe-
huBame [lenexunnosux 6pojeBa D(n) yBenenux y [8] xoju mpeacraBibajy 6po-
jeBe pasnmuuutux bynosux ¢ynkuuja ca n € IN mpomensbuBux. Jlokasyje ce
HejenHakocT (5.3) koja momohy Opoja pa3IuYUTUX ayTO-IyaJHUX KOMILUIEKCA Y
ambujenTy [n] 06e36ehyje nomwy u ropmwy rpanuny Jdenexunnosux 6pojesa D(n).

JIOKTOpaHT ce CpIavyHo 3axBaJbyje MeHTOpy, mpod. np Pamery XKusasbe-
Brhy, Ha HeceOMYHO] MOMAPIIIN, MaTepHjaTuMa, HUiaejaMa U caBeTUMa KOJU Cy
CYIITUHCKH JIONMPUHETH PealTU3alijU OBE AUCEPTAIIH]E.



1 VYBoxa

Y 0BOM MOTJIABIbY J1ajeMO KpaTaK MpPErJie/l OCHOBHUX KOHLEMAaTa Ha KOjuMa
je nucepranyja 6azupana. JlepuHunuje 1 TBphema cy cariiacHa KOHCTPYKIHjaMa
omucanuM y [22]. Yuramar Koju je 1o6po ymo3Hat ca reopujoM Kombunatophe
reoMeTpuje win Tomomnonike KoMOUHATOpUKe Moxke aa mpehe Ha [Tornasbe 2.

1.1 T'eomeTpujcKM CUMILIUUjATHA KOMILIEKCH

CUMIUTMIIM]aJTHA KOMITUIEKCH ITPEJICTaBIba]y KAHOHUYHY Be3y u3Mehy reomer-
puje 1 komOuHaTtopuke. KoMmakTHu Tomojomku notmnpocropu Eykmuackor
npocropa R™ mory nma Oymy mpencraBibeHu xomMeoMophHUM oOjekTUMa Koje
HA3UBaMO FeOMETPUJCKU CUMILTULIU]ATTHA KOMILIEKCH OJTHOCHO lbUXOBUM IOJIU-
enpuma. CUMIUTHIIMjATHE KOMITIEKce hopMupa haMuIHja TeOMETPHJCKUX CHM-
IJIeKCa KOjU y pa3IMuMTUM JTUMEH3HMjaMa MPeACTaBJbajy TauKe, CErMEHTE, TPOY-
[JIOBE, TETPACIIPE UT/I.

Hepunnnuja 1.1. 'eomeiwipujcku cumiiiexc o4 je KOH8EKCHU OMOMWAY KOHAUHOS,
aguno nezasucrnoé ckyia A dpocimiopa R". Tauxe ckyiia A nazueamo épxosu
cumitnexca o 4. Jumensuja cumitiexca o4 je dimoy = |A| — 1. Kowusexcne
omottiave TOTCKYiHosa cKyila A nazusamo cipane CuMiieKkcd o A.

I'eoMeTpujcKu CUMILIEKCH €y KOHBEKCHM M KOMITAKTHU TOIOJOIIKU MPOC-
Topu. IbuxoBuM cnajameM 100HjaMO CIIOKEHH]je 00jeKTe T3B. CUMILTUIIH]aTHE
KOMIUIEKCE MOIITYjyhn HEKOJIMKO JeTHOCTABHUX IMPAaBUJIA.

Hedunummja 1.2. Qamunuja cuminexca A = {o4,,...,04,} je Geomempujcru
CUMTIUYUJATHU KOMILIEKC aKO 3ag080/6asa caegeha gea yeaosa:

(1) 3a ceaxo 04, € Auceako B C A; sancu o € A.
(2) 3a ipoussosmie T, 04, € A 6adcu o4, N 04, = OTa;nA;-

_ _ k _ _
Toionowrxu apocimop ||A|| = UJ;_, 0.4, nazusamo donuegap kominexca A.
Jumensuja komitnexca A je dim A = max{dimoy, |i=0,...,k}.

_ _ k
Temenuma komiinexca A nasusamo cxkyia V(A) = J,_, As.

[IpuMeTUMO 1a CBAKU CUMILTUIM]jATHU KOMIUIEKC MOpa [1a CaJpKu Mpa3aH
cuMInIeke oy = (). AKO CMMILIMIMjaIHU KOMIUIEKC CAIPKU CAMO MPA3aH CUM-
IUIEKC, Ka)XXeMO Jia je meroBa jumMensuja —1. CummiduujaiHu Komrieke A
YUjU je MOoJIMeIap XoMeoMop(daH TPOMOIOMIKOM MPOCTOpy X HA3MBAMO TPUAH-
rynanuja npoctopa X. Mkocaeapanna TpuaHryiaanuja chepe S? je mpukazaHa
Ha Purypu 1.



MHora TOIOJIONIKA CBOjCTBA IOJMenapa, IMomyT moBe3aHocTH, OjmepoBe
KapaKTePUCTUKE, XOMOJIOTH]E, KO-XOMOJIOTH]E Cy YIOTIIYHOCTU onpeheHa Kxom-
OMHATOPHUM CBOJCTBHMA CUMITIIIMJATHIX KOMIUTeKca Koju ux popmupajy. Kako
KOMOWHATOPHE TEXHUKE UMajy BPJIO pa3BUjeH MATEMATHUKHU AITapaT KOJU YIIIaB-
HOM MOXe JIa Ce UCIIPOrpaMupa Ha BehMHU IPOTPaAMCKHUX je3HKa, TpUaryaluje
npocropa omoryhasajy aHaM3y TOIMOJIOIIKUX MPOCTOpa momMohy pauyHapa mro
BUIIIECTPYKO OJIAKIIaBa (POPMUPAE, TECTUPALE 4 HEKAA U JOKa3 MHOTUX TBP-
hema.

1.2 AnCTpakTHH CUMILIIHMjATHH KOMILIEKCH

MHoro6pojHe reOMEeTPHjCKEe KOHCTPYKIIU)E HA/l CUMIUILIM]aTHUM KOMILUICK-
CUMa OJJHOCHO FbUXOBUM IMOJIUEIPUMA MOTY /14 C€ 3aMEHE KOMOMHATOPHUM KOH-
CTpYKIMjaMa HaJl IlbUXOBUM TeMeHuMa. OTyaa, paau jeIHOCTaBHUje KOMOUHA-
TOpHUKE, yMeCTO Tayaka EyKIHMICKUX MpOCTOpa, KAa0 BPXOBE CUMILIHIIN]AITHOT
KOMILJIEKCA MOKEMO J1a KOPUCTUMO €JIEMEHTE KOHAUHUX CKynoBa 0e3 rybibema
KOMOMHATOPHUX MHBAPUJAHTHU MOJIA3HOT MPOCTOpA. Y Ty CBPXY, YBOJUMO KOH-
LENT ancCTPaKTHOT CUMILUTUIIM]aTHOT KOMILIEKCA.

Nedunnnuja 1.3. Adcitpaxiinu cumiauyujannu Komiiexe nag ckyiiom epxosa V'
je apouszsomna amunuja ckyiosa K C 2V roja 3agosomasa ycnos: axo cxyi A
apuiiaga kKomiirexcy K, waga u ceaxu otmickyi cxyia A apuiiaga kominexcy K.
Ckyiiose A € K nazusamo (aiciipaxiunu) cumitiexcu gumensuje dim A = |A|—1.
Humensuja xomiinexca K jegnaxa je Makcumannoj GUMEH3Uju mwe2osux CUMIIeKcd.

Ckym BpxoBa V' hemo 1ma 30BeMO M KOMOMHATOPHH aMOUjEHT WM IIPOCTO
aMOmjeHT KomIuiekca K. HamomMumeMo a CHMIUIEKCH CUMILTUIIUJATHOT KOM-
IUIEKCca He MOpajy J1a caapike CBE BpXOBe amOujeHTa V.

Ha npumep, cBaky TreOMETPHUjCKH CUMILIMIMjAIHU KOMIUIEKC A ca damu-
nujoM cuMIIeKca {0 4,, . . ., 04, } onpebyje jeaaH ancTpakTHH CUMILTULMjATHA
xommieke K = {Ay, ..., Ax} y ambujenty V(A).

CuMIutekce KoMIutekca K Koju HUCY CTpaHe HHU jeIHOT JIPYTOT BerOBOI CUM-
IUIEKCa HA3MBAMO TJIABHM CHUMIUTEKCH. [JIABHU CUMIUIEKCH MOTY Jia ce IocMa-
TPajy Ka0 MAKCUMAJTHU CUMILTEKCH KOMITTIEKca Ky OIHOCY Ha peNalujy HHKITy3-
uje. Axko je GI(K') dhamuiunja riaaBHUX cuMILIEKca KoMIuiekea K, Taja je:

K = 24,
A€GI(K)



JNepunnuuja 1.4. Hexa cy K C 2V u L C 2V cumiinuyujannu komiinexcu. Ipec-
aukagarwe 7 2 V. — W je cumiinuyujanno dpeciuxasarve komiiiexca K u L ako
cumiinexce komiinexca K dpeciukasa y cumiinecxe xomiinexca L.

Cumiinuyujanno dpecauxasarve 7 : K — L koje je dujexyuja iwiakeo ga je m—
CUMEIUYUJATIHO Ce HA3UBA U30MOPDU3AM UIU KOMOUHATHOpHA exsusanenyuja. Ako
08aK60 TpeciuKasarse octmoju, kaxcemo ga cy komiiekcu K u L uzomopgnu wiu
KOMOUHATHOPHO eKEUBAICHTTIHU.

1

ExBUBaIHETHO, Oujexumja 7 : V — W je m3omopdusam kommiekca K C 2V
u L C 2V akko
(VACV)Ae K < w(A) € L.

VY cny4ajy reMeTpHjcKUX CUMIUTHIUjaTHUX KomIutekca Ay 1 Ay OJHOCHO
oAroBapajyhux arcTpakTHUX KoMmIuiekca Ky u K5, CHMIUTUIIA]aTHO TTPECTUKA-
Bame 7 : V(A1) = V(As) HHIyKYje HEMPEKUIHO MMPECTUKABALE [, MMOIHeapa
[|A1|| y monuenap ||As|| koje uyBa GapuiieHTprUHE KOOpAUHATE Tauaka. Jlako
ce Mmokasyje jia je [ HeMPEeKUIHO a aKo je ™ KOMOMHATOPHA CKBUBAJICHIIM]A, TA/1a
je fr XoMeoMoppHu3aM.

AKO je aIllCTpaKTHU CUMIUTHITHjaTHA KOMIUIEKC /X' KOMOMHATOPHO €KBHBA-
JIEHTaH TEOMETPH)CKOM CHUMILTHIIMjATHOM KOMIUTEKCY A, Taja Moauenap KoM-
wiekca K, y osznauu || K|, nepunumemo kao ||A||. Ha npumep, npousBosban
ckyn A kapauHaIHOCTH k oapelyje jenaH ancTpakTHU CUMIUIIIM]aTHU KOMIUIEKC
A, = 24 y ambujenty A Koju npecTaBsba TPHAHTYIAIN]y T€OMETPHjCKOT CUM-
wiekca 04 = ||Aal| unja je mumensuja k — 1. Ckym A takolhe onpelyje KoMIuIeke
OA, = 24\ {A}, MuaNManHy TpHaHTyIaIwjy chepe y aMOujeHTy A muMensuje
k — 2.

Jaxkie, koMOMHATOPHA KiIacuuKalja CUMITIAIMjATHUX KOMILIEKca 00e3-
Oehyje Tonmonomnky KiracuuKkanujy lbUXOBUX TEOMETPU]CKUX peanu3alnuja. Me-
hyTuM, MOCTOje PA3NUUUTE TPUAHTYJIAIM])e UCTOT TOMOJIOUIKOT MPOCTOPa KOje
HUCY KOMOMHATOpPHO eKkBUBalieHTHe. OtTyna, na O6M KOMOMHATOpHA KJIACH-
(bukammja 6mna TOMOJIOIIKUA BEPOIOCTOjHA, TOTPEOHO je KOHCTPYUCATH jEIUH-
CTBEHE TPHAHTYJAIM]E TaTUX TOMOJIONIKUX MMPOCTOpA ca MUHUMAIHUM OpojeM
TEMEHA.

Caza HaBOAMMO HEKOJIMKO KOMOMHATOPHUX aJaTKU 3a JIOKAJIHY aHAJIu3y
CUMILIMLIA]ATHUX KOMIUIEKCA.

HNepunnuuja 1.5. Hexa je K C 2V cumiinuyujannu xomiinexe u A C 'V dipousso-
/baH CUMTICKC.

o 3sezga cumiinexca A, y osnayu st(A) ipeqgcias/ba CKYi C6UX CUMIUICKCA KOM-
inexca K kojuma je cumiinexc A citpana.
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e Oxomuna cumitnexca A je ckyi Nh(A) ={B € K| BC F,F € st(A)}.

o Jlunk cumiinexca A, y osnayu LK(A) je doimickyit pamunuje Nh(A) koza uune
C8U CUMILEKCU KOJU He cagpaice cumitiexe A.

IMTpumetumo 1a st(A) Huje cummuMumjaaHu Komiuieke kana je A # () u na
OKOJIMHA CHMILIEKCa A MMpeIcTaB/ba HajMamhH MOTKOMILICKC KoMIutekca K Koju
caapxu st(A). Jlako ce mokasyje na je Lk(A) motkomiieke komruiekca K u qa
je Nh(A) \ st(A) = Lk(A). IIpumep 3Be31e, OKOIHMHE U IMHKA CUMILIEKCA je TaT
Ha Purypu 1.

@urypa 1: 3Be3a U TMHK TeMEHA UKOcaeapa.

CuMIIMIIMjalTHA KOMITTEKC /'y OJTHOCY Ha MHKITY3HUjy hopMupa jenaH map-
mujanHo ypehen ckyn. Otyna, CBAKOM CHMILIHIM]AIHOM KOMIUIEKCY MOXKEMO
Ja TOIETMMO TIOCET CTPaHUIIA IIITO HaM OMOTyhaBa jOIIl jelaH allaT 3a ’bUXOBY
aHamm3y. Ilocet pammuje 21° je mpukasan na durypu 2.

{1,2,3,4,5}

®urypa 2: Iocer pamumuje 2.
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HNepunnuuja 1.6. Hexa cy K C 2V u L C 2V cumanuyujannu xomiinexcu. Cum-
wyujamnu komitnexe K« L = {AUB | A € K, B € L} nasusamo citajaroe (ene.
join) komiinekca K u L.

Cumruinuujaaau komruieke K x L uma amoujent V' LW a mwerosa qumeH3uja
je dim K +dim L — 1. Axko cy ambujenTd V 1 W TUCJYHKTHH, YMECTO IHC-
JYHKTHE YHH]j€, Y TeUHULIUJU CTIajalba MOXKEMO J1a KOPUCTUMO KITACHYHY YHU]Y
CHMITIEKCA.

Ipumep 1.1. CuMmaunujanau kommneke Ay = 2V Moxe 1a ce IpeicTaBU Kao
crmajambe A 4 xA 4c 3a mpousBosbad cuMintekc A C V. JI0BOJBHO je 1a IPUMETHMO
naje A axA e € Ay v ganpou3Bo/baH cUMITIEKC B € Ay MOXe [a ce IPeaCcTaBu
kao yauja (BN A) U (BN A°).

3a komiuiekce K1 u Ky, cumrumniujainu koMmiieke K x Ky mpejicraBiba
TPUAHTYJIALM]Y TEOMETPHCKOT ClIajatba TOTOJIONOMKKX mpoctopa || K || u || Ks||
(yHHja cerMeHaTa KOjU CIajajy Tauke mpocropa ||K|| ca Taukama mpocropa
|| Ks]]). Axoje || K1|| € R% u ||Ksy|| € R%, nonuenap cnajama kommiekca K u
K, ce mobuja taxo mmrro ce || K4 || emectr y di+ 1 AUMEH3HOHAIHY paBaH IPOCTOPA
R&+42+2 3 nonuenap ||K>|| cMemTamMo y mbeH OpTOroHaIHH KOMIUIEMEHT KOjH
je numensuje do + 1 Taxko na ce nonmenpu || Ky || u || K3|| ve cexy. Tana, jenna
TEOMETPHjCKa pealn3aluja crajama [ * Ko je CKyIL:

[ (| =tz + (1= t)ay [y € |[K4]], 25 € [[ K], ¢ € [0, 1]}

Urepaunjom mporeca cnajamba MOXE Aa ce JACPUHUIIE Clajarbe KOHAUHE
dbamMuMje CUMIUTMIIM]ATHUX KoMIUTekea Ky, . .., I, y amOujentuma Vi, ..., V,
penoM. Pe3ynTar je cUMIUTULMjATHU KOMIUIeKe K * --- x [, y aMOujeHty
Viu---UV, ca bamunujom cummrekca {A; U ---U A, | A; € K;,i € [n]}.
[IpumeTnMo 11a je crajarme CUMIUTULUjATHIX KOMIUIEKCA y TUC]YHKTHUM aMOu-
JEHTHMa KOMYTAaTHUBHA U aCOIIMjaTUBHA OIepalyja.

Ipumep 1.2. Heka je K C 2" mpousBorbaH CUMILTHIIHjaTHH KOMITIEKC H HEKa je
Agy = 21 Tpuanrynauuja Tauke, Tana K * Ag,y npeacTaBba TpUAHIYIALM]Y
TOTOJIONIKOT MPOCTOPA KOjU Ha3uBaMo KoHyC komruiekca K y o3nanu CK.

[1pon3BOIbaH CUMIUTUIMjATHA KOMITUTEKC A 4 v ambujenty A = {vy, ... v}
MOJXKE J1a Ce MIPEICTABU Kao CIajarbe A{Ul} ¥ ook A{Uk}.

Axoje |V|=n+2udAy =2V \ {V} MuHuManHa TpuaHryiauuja n—mu-
MeH3HOHaHe chepe y amOujeHTy V, cajame OAy * Ay, Ka0 KOHyc Haz chepoM
TMIMEH3Hje N, IPEJICTABIba TPUAHTYIIAIN]Y TUCKa TuMeH3uje n+ 1. Tama, cmajarme
komrutekca OAy u Ay, raeje A = {vy, ..., v}, MOXe J1a ce TpeICcTaBU ca

0AV * A{vl} X oeee ok A{vk}
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300r acouujaTUBHOCTU OIEpaluje crajamba, Komrmieke 0Ay * A4 MOXeMO j1a
BUJIUMO KAO Y3aCTOIMHM KOHYC HaJ JUCKOM guMeH3uje n. OtTyaa, KOMIUIEKC
O0Ay * A 4 TIpefcTaBba TPUAHTYIAIA]Y TUCKA TUMEH3Hje 1 + k.

Ipumep 1.3. TeHepanuzanuja okTaenpa, Kper nonuron "~ mpexcrasmba Tpu-
anrynmanujy n — 1 qumensuoHante chepe y ambujenry V = {£1,...,£n} ca
cummuiekcuma {A C V | —AN A = 0}. Mehytum, O™~ Mokemo na BumuMo u
Kao cmajambe OA(_j 1) * - - * A, ;. Kako reomerpujcka peanmusanuja cra-
jama He 3aBUCH O] TPUAHTYJIAIM]je KOMIUIEKCA, 3a POU3BOJbaH CUMILTUITU]ATHU
KoMIUIeKC K U mpou3BOJbHY TPpHAHTyIalujy chepe aumensuje n — 1 y o3HaIu
S™! pawu:

1K 57| (1K (1871 1] 107
VK| OA Ly %+ OA | & [T 5 [[0A 11y 5% [[0A o my

[To3HaTo je ma reoMeTpPUjCKO CMajarme TOIOJOIIKOT MmpocTtopa X U chepe
S% mpencrasiba cycrensujy mpoctopa X. Tako 3aK/bydyjeMo a je CHMILIUIHU-
jannu xommieke K * S"T! TpuaHrymauuja n—ToCTpyKe CycIeH3Hje IpocTopa
||K||. Crermjamno, cnajamem Tpuanrynamumja chepa S u S® no6ujamo Tpuas-
rynanujy chepe qumensuje di + ds + 1.

OBJ1e HABOJIMMO JOIII je[IHY BapHjaHTY CIajaba CUMILTUIIN]ATHUX KOMILTeKca
KOja MpeCTaBIba PEAYKOBAHY BAPUJAHTY CTAHIAPIHOT CIajamba.

Hepunnmja 1.7. Hexa cy K C 2¥ u L C 2V cumanuyujannu xomiinexcu. Cum-
anuyujannu kominexc {AUB | A € K, B € L, ANB = 0} nasusamo qucjynxiino
citajarve (ene. deleted join) cumitnuyujannux kominexca K u L y oznayu K+ L.

Kommeke K * L je MOTKOMILIEKC CUMILTULIMJATTHOT KoMIuiekca K * L koju
caapku KomIuiekce nzomoppue kommiekcuma K u L. Ilpu Tom, ako cy ambu-
jeatu V u W IUCJyHKTHH, IUCJYHKTHO CHAjalhe CUMILIUIU)IIHUX KOMILIEKCA Ce
CBOJIM Ha CTAHJAP/HO crajame. [IpuMep cTaHIapaHOT U TUC]YHKTHOT Cajama
CUMIUTMIIM]aJTHUX KOMIUIEKca je naT Ha durypu 3.

% %

1, 1
1 1 ?

®urypa 3: Kommreken K + K n K xa K 3a K = Ap).
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Jema 1.1. Heka cy K;, L; C 2Yi, i € [n] cumitnuyujannu xomiinexcu waxeu ga cy
amoujentiiu Vi, . . ., 'V, qucjyuximnu. Taga,

(Kl*KQ**Kn)*A(Ll*LQ**Ln)
:(Kl*ALI)*(K2*AL2)*"'*(K1’L*ALTL)

Joka3: Cumruiekcu KOMITIEKCa ca JIEBE CTpaHEe jeIHAKOCTU Cy OOIMKa
F = (AlUAQU"'UATL)U(BlLJBQU"'UBn) e A; € K;u B; € L;
tako na je (A UAU---UA,)N(BiUByU---UB,,) = (). 360r AucjyHKTHOCTH
ambujenara V;, MPeTXOIHO je eKBUBAIIEHTHO YCcIoBy aa je A; N B; = () oqHocHO
ma A; U B; € K; A L;. Ortyna, cumiuieke F' Moxe [a ce IpeICTaBU K40 YHHja
(AyUB))U (AU By)U---U (A, U B,) tneje A; U B; € K; %A L; a oBo ¢y
yIIpaBO CUMILIEKCH KOMILIEKCA Ca JIECHE CTPAHE JETHAKOCTH. L
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2  AyTo-ayasiHu CUMILVIMIIU]AJTHH KOMILIEKCH

YV 0BOM 0/1€7bKY J1aJEMO KapaKTepHU3aIl1jy U OCHOBHE OCOOMHE MOCceOHE Kitace
CUMILTAIUjATHUX KoMILlekca. Jlebununuje, TBphema u J0Ka3u cy Mpey3eTu U3
KAHOHCKOT YIIOEHHKA TOMOJIOIIKe KOMOMHATOPUKE [22].

2.1 AuekcanjepoBa 1yajaHOCT

ITpou3BosbaH ancTpakuu cuMmrmnumjamau kommieke K C 2V nenn mapru-
TUBHH CKYII cKyna V Koju o3HauaBamo ca 2V Ha IMCjyHKTHE HOTcKymnose K u
2V'\ K. Kako cy ckynoBu KoMIuiekca K MHBAPMjaHTHHU y OIHOCY HA IIOTCKYIIOBE,
ckynosu pamunuje 2\ K cy HHBapUjaHTHH Y OJHOCY HA HATCKYIIOBE Tj. HATCKYII
npou3BoIbHOT cuMIIekca pamunuje 2V \ K Takole Mopa 1a qa Gy/e caapKaH y
2V \ K. Otyna, kommiaeMenTy cumiiiekca gamuuje 2\ K Gpopmupajy noceban
CUMILIULIU]ATHU KOMILIEKC.

Nedpunuumja 2.1. Anexcangepos gyan (unu apocitio gyan) CUMmIUYujanHoZ KoM-
anexca K C 2V je cumiinuyujannu xominexe K C 2V gaii ca:
K={V\A|A¢K).

Kako ce y mucepramuju Kopucte AJEKCAHIEPOBU Tyald Komruiekca Ky
pa3nuIUTUM aMOUjeHTHMa, AJIeKCaHIepoB ayan Komiuiekca K y amOujenty V
osHauasahemo ca K.

Jema 2.1. Hexa cy K, L C 2V cumiinuyujannu xominexcu.

e Axoje K C Lmagajefg K.
° (IA( ) = K.
Jlokas: Axoje K C Ltanaje2" \ L C 2"\ K. Oryna, ako A € 2V \ L ognocHo
V\ A€ L toumnmunupa ga A € 2"\ K omaocno V' \ A € K.

3a npyro TBpheme, JOBOJLHO je Ja MPUMETHUMO Ja CHUMIUIEKC A IMpuIaga
KOMILTIEKCY (IA( ) akko V \ A ¢ K mro j€ EKBHBAJIHETHO YCIIOBY JIa CHUMILTEKC
V\ (V\ A) = A npunana xomrurexcy K. O

ITpumep 2.1. Heka je ([Z]) 138. (k — 1)-ckener kommekca Ap, = 2 onnocHo
HajBehu motkommnekc komiekca Ay, mumensuje k& — 1. Tama, mo debunnmuju
2.1, weroB ANleKCaHIepOB yal y aMOujeHTy [n] je:

(@):{[n]\A\\A|>k}:{A|\A|§n_k_1}:( [n] )

n—k—1

15



®urypa 4: Kommeke (1)) 1 meros Anexcannepos nyan.

Haxie, ngyan (k — 1)-ciaexera kommekca Ap,) je ieros (n — k — 2)—ckener

Kao MTo je uiaycrpoBaHo Ha Durypu 4.

[n]
0
y ambujenty [n] je (") = 207\ {[n]} = 0A, a oBaj kommexc npesicTabba

CrenyjanHo, ako IOCMaTpaMo IMpas3aH Komiuieke {0} = ( ), bErOB JIyall

TpUaHryiauujy chepe aumeHsuje n — 2.

AJIEKCaHAEPOB Ayl CUMIUIMLIMJATHUX KOMILIEKCA MOXE Ja MOjeIHOCTABU
IEerOBY KOMOMHATOPHY KIacH(DUKAIIH]y.

Jlema 2.2. Komiinexcu K C 2V u L C 2V ¢y usomopgpnu axxo cy mwuxosu
Anexcangeposu gyamu KV u LV uzomopgmu.

Hoxka3s: Heka je 7 : V' — W uzomopduzam kommiekca K u L. Taga, cumiuiekc
A C W ne npunana komruiekcy K akko cumruieke 7(A) He npumnaia KOMILUIEKCY
L. Oryna, cumrutekc V' \ A mpumaga K" akko (V' \ A) = W\ n(A) npumana
KOMILJIEKCY . ]

ITo dedunaummju 2.1, ako cuMIumunyjaTHu Komruieke K C 2V uma k cum-
wiekca, meroB Anexcanmepos ayan uma 2|V — k cummiexca. Ortyma, ako
je k < 2Vl — k ompocno k < 2IVI7! komGunatopna knacupuxaumja Amex-
caHJIepoBoOr jayajia K je jellHOCTaBHM]ja O] KOMOMHATOPHE Kiacu(pUKaIMje KOM-
miekca K.

OBJie HABOJUMO BPJIO 3HAUajHy KOMOMHATOPHY KOHCTPYLHU]Y KOJy TOAEIbY-
JEMO CBAKOM CHUMILIMLIAJAITHOM KOMILIEKCY MOMONhY HeroBor AJIEKCaAaHIEPOBOT
ayana.

Hedununuja 2.2, Hexa je K cumiinuyujarnu xomiinexc y amoujeniiiy V. Taga,
qucjynkiiino cilajare komiinekca K u mwe2o6o Anexcangeposoé gyana Ha3usamo
Bueposa cpepa komnexca K y osnayu Bier(K).
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Teopema 2.1. Axoje K C 2V cuminuyujannu xominexc u|V| = n, waga Bier(K)
apegcinasva wWpuanzyrayujy cepe gumensuje n — 2.

Jloka3z: CBaKM CUMIUTHIIMjaTHA KOMIUIEKC MOJKe a ce 1o0uje o1 Komiuiekca { ()}
CYKIIECHBHHMM JI0JIaBarbeM CUMILIeKca ypehenux pacryhe mo mumensuju. Kako
je na ocHosy Ilpumepa 2.1 Kommeke Bier({0}) sanpaBo qucjyHKTHO Criajame
{0} %A {0} = {0} =2V \ {V} = OAy, 3akmbydyjeMo 1a 0Baj KOMILTEKC MPEJI-
cTaBba TpHaHTynaimjy chepe S 2. Otyna, 1a 61 10Ka3aIM TBPhEHmE, JOBOIBHO
je ma u3 npernocraske ja je Bier(K) Tpuanrynamuja chepea A € 2V \ K cum-
IUTEKC YHje cy cTpaHe caapxkane y K, mokaxemo na je u Bier(K U {A}) takohe
TpuaHrynamuja chepe.

Heka je Bier(K ) Tpuanrynanuja chepe S™ 2 1 A MUHUMAITHU He-CHMILIEKC.
Kaxo ce xommexkec K u K g{i} pasnukyjy camo 3a cumiuieke A, no Jlepunu-

uuju 2.1, KOMIUIEKC KuKU {A} ce paznukyjy camo 3a cumrmuiekc A°. Oryna,
KU{A} = K\ {A°}.
Cana, ako moTpaxumMo buepoBy chepy HOBOT KOMITIIEKca JOOHUjaMO:

Bier(K U{A}) = (K U {A}) % (K \ {4%})

= (KxaK)\{BUA®| B € K, BNA° = 0}U{AUB | B€ K, ANB =, B # A°}

Jaxie, xomruteke Bier(K U {A}) je mobujen ox Bier(K) usbanusamem
dammmje cumrutekca Ly = {B U A° | B C A} a motom qoaaBameM paMuiiije
Ly, = {AUB | B C A°}. Taga, MUHMMAJTHU IIOTKOMITIEKC KoMIutekca Bier(K)
xoju cagpxu Ly je K1 = (24\ {A}) * 24° = A4 * A 4. Taxohe, MunumManuu
notkomiuieke buepode chepe Bier (K U{A}) xoju canpxu hamuiujy cumiiekca
L2 je K2 = 2A * (2Ac \ {Ac}) = AA * 8AAC.

ITo ITpumepy 1.2, kommuiekcu K, u K5 mpencTaBibajy TpHAHTYJIAIH]E TUCKa
mumensuje |A| —2+|A¢| = |A| —2+n—|A| = n—2. IbuxoB mpecek je KOMIUTEKC
24\ {A}) * (24 \ {A°}) = OA4 x DA 4c xoju no [pumepy 1.3 mpencTassba
TpuaHrynauujy chepe gumesuje n — 3.

Jakne, komrieke Bier(K U {A}) je nobujen ox komiuiekca Bier(K) ckia-
babeM YHYTPAIIOCTH JUcKa K1 U momaBameM Jucka Ko MO MCTOj TPAHUIIM.
Kaxo je mo mpernocraBuu Bier(K) Tpuanryianuja chepe TUMEH3MjE n — 2,
cummmimjanau kommieke Bier (K U {A}) je takobhe tpuanrynanuja cdhepe nu-
MeH3Hje n — 2.

OBO KOMILJIETHPA JI0KA3. ]

V noxkazy Teopeme 2.1, mpuMeTHIn CMO Ja J0/1aBahEe CUMITJIEKCA KOMIUIEKCY
K wunaykyje pe-tpuaHrynanujy jemHor gucka Ha chepu Bier(K). Onepa-
nuje moMohy Kojux ce of jeHe TpUaHTyJalMje MpocTopa ao0uja apyra pe-
TPUAHTYJIAIIM]OM HEKOT MOTKOMIUIEKCA ce Ha3UBAjy OucitielapHum odepayujama.
[Tpumep buepose chepe cuMILTHITHjaTHOT KOMIUTEKCa je 1aT Ha Durypu 5.
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durypa 5: bueposa cepa KoMIIekca ([f]) y aMOujeHTy [4].
2.2 KomOunHaTopHa AjlekcaHaepoBa AyaJHOCT

Y 0BOM MOTJIABJbY /1ajeMO [JIABHY TEOPEMY KOja OIMpPAB/IABA TEPMUH ,,AJICK-
caHeoB ayan . Y TBphemMMa ce KOPUCTE KOHLENTH PELYKOBAHE XOMOJIOTH]E
1 KO-XOMOJIOTH]€ 32 1eTI00pOjHUM KedulMjeHTUMa. Pajy KOMIIIETHOT yBUIA Y
Matepujy Anrebapcke TOMOIOTH]e, YUTAOILY ce Ipernopy4yjy [13] umu [24].

Krnacnyna AnekcaHaepoBa JAyaTHOCT IMPEACTaBIba Be3y pelyKOBaHE KOXO-
MOJIOTH]j€ KOMITAKTHOT, TOKAJTHO KOHTPAKTUOHIITHOT TOITOJIONIKOT IMpocTopa X
KOju je caapxkaH y chepu S 1 pelyKoBaHE XOMOJIOTH]E EberOBOT KOMIIEMEHTA
S™\ X (Buzeru [13], ITornassbe 3.3).

Kao mTo cmo Bunenu y Teopemu 2.1, CUMIUIMITMjaTHU KOMILUIEKC y aMOu-
JEHTY KapIUHATHOCTH 7 ¥ FheTOB AJICKCAH/IEPOB JTyal MOTY 3TOJTHO JTa CE& CMECTe
y buepoBy chepy numensuje n — 2. Heka je T’ TOIONOIIKH MIPOCTOP KOJU IPe/I-
CTaBJba KOMIUIEMEHT IreoMeTpujcke peanusanuje buepose chepe Bier(K) unot-
npocotopa Koju oarosapa norkomiiekcy K C Bier(K). Kako je cBaku cum-
mwmnujaaan kommieke K C 21", o1HOCHO Beros momuenap, T0KaIHO KOHTPAK-
TUOUIAH IIPOCTOP, KIacH4IHa AJIeKCaHIepoBa JyaaHOCT obe3behyje pemauujy
H(T) ~ H"37(K). Kao mro hemo yckopo aa Buaumo, mpoctop 7'y peTxo-
HOJ peraIiyjyu MOXe Ja ce 3aMEHHU CUMILTUIIN]ATHUM KOMIUTEKCOM K.

Heka je K cummmnujanau komivieke y ambujenry V' rae je |V| = n xoju
caapxu cBux n TeMeHa. OH Moxe 1a ce nobuje o komruiekca Ag = {0} nona-
BarmbeM cuMIniekca Ay, . . ., Ay ypehenux pacryhe mo qumensuju. Tako qobujamo
HM3 CUMILTUIMjATHUX KOMILTEKCA:

(2.1 A@:KQCK1C"'CKk_1CKk:K
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taksux ja je K; \ K; 1 = {A;} 3acBei € [k]. Axo caja npuMeHUMO ONEPaTop
nyanHoctd Ha Hu3 (2.1), kopuctehu Jlemy 2.1 u Jebununmjy 2.1 nobujamo Hu3
ATeKcaHIepOBHX Jlyana:

~

(2.2) A=KyoK, > >K, 1 >K, =K

ca ocobunom ma je K; \ K;—1 = {AS} 3acBei € [k]. Jakie, komruieke K Moxe
na ce nobuje on kommuekca Ay = 2V \ {V} onysumameM peom cumiekca
C AC
1’ e .0y k-

[Moyerax Huza (2.1) je cumrinmjanHu Kommieke Ag, 10K Hu3 (2.2) mounme
tpuanrynamujoM chepe 2V \ {V} = 0Ay numensuje n — 2.

[Tpumetumo na 360r nepuHucaHOT ypehema cuMIriekca KoMiiekca K, cium-
mekch Ay, ..., A, IpeCcTaBibajy BpXOBe & BUXOBU KoMIUIeMeHTH Af, . .., AS
cy cumruiekcu qumensuje n — 2. Tana, kommieke K7 = {0, A1} je Tpuanry-
manuja Tauke a komrteke Ky = 0Ay \ { AS } npencrasiba TpuaHrynammjy chepe
JTMMEH3H]je 1 — 2 KOjO] je OIy3eTa YHYTPAIIhOCT JUCKA JTUMEH3H]E 1. — 2 OJTHOCHO
K je TpuaHrynanuja KOHTPAKTUOMITHOT TPOCTOPA.

AHAJIOTHUM [TOCTYIKOM MOKEMO J1d 3aKJbYYMMO JIa 3a CBE § € [n], KOMIUIEKC
K, npencraBiba TpHAHTYIAIN]Y CKyTa o/ ¢ Tauaka MoK I; = 0Ay \{Af, ..., A5}
MpeACTaBIba TPUAHTYIAIH]Y 1 — 2-TUMEH3UOHATHE cepe K0joj je OTy3€eTO ¢ TUC-
JYHKTHHX YHYTPAIIlkOCTU IUCKOBA JUMEH3U]E 1L — 2 @ OBA] TOIMOJIOIIKUA TPOCTOP
j€ XOMOTOTICKU €KBUBAJICHTAH KIMHACTO] cyMu (Oykety) ¢ — 1 chepa numensuje
n—3.

Otyna, penykoBaHe XOMOJIOIIKE M KOXOMOJIO TpyIie TpyIe mpoctopa K u
K cy TpuBHjanHe 10K 3a ¢ = 2,...,n IMaMoO J1a je

0, >0,
_ i—1
=1

H;(K;) = H" (K,

Ha oBaj HauuH 3ak/byuyjeMo Ja Cy peAyKOBaHE KOXOMOJIOIIKE IPYIIe MPBUX
n wiaHoBa HU3a (2.2) usomopdHe peayKoOBaHUM KOXOMOJIOIIKUM I'pyIiama OJro-
Bapajyhux mpocropa 7. Jlokasyje ce ga UCTO BaXXU U 3a OCTAJIE WIAHOBE HU3A
(2.1) omHOCHO 1@ Baxku TBpheme:

Teopema 2.2. (Komounaitiopna Anexcangeposa gyarnnocini) Hexa je K cumiinuyu-
Jannu komitiexe y ambujeniay V- 2ge je |V| = n. Taga, 3a cée i = 0,...,dim K
sadCU:

Hi(K) = H" 7 (K).
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Osa Teopema ce npBu Myt mojasuia y [29]. Kowmiuietan u TpaHcnapeHTaH
JI0Ka3 OBOT TBphema Moxe jia ce noriena y [3].

Jlakie, MOXKEMO J1a 3aKJbyYMMO J1a TPOCTOPH KuT UMajy ,,MCTU XOMOJIOIIIKHA
THIT OJJHOCHO JIa AJIEKCAH/IEPOB JIyasl KOMIUTEKca K MOXKe Y M3BECHOM CMUCITY JIa
Ce II0OCMATPA K40 T0BOJBHO 1006ap KOMOUHATOPHHU MO/IEN IeTOBOT KOMIUIEMEHTA
yaytap buepose chepe Bier(K). Mehyrum, K He Mmopa j1a Oy/ie TpUaHTyIalmja
npocropa 7.

2.3 Jlyaana kiacupukanuja CUMILIIMJATHUX KOMILIEKCA

CuUMIUTHIHjATHI KOMIUTEKC /(' y aMOujeHTy V' nMa AJIeKCaHIepoB Jiyan y uc-
toM amOujeHty. Otyna, komiuieken K u K nmocmaTpaHnu Kao paMuiidje CKynoBa
MOTY JIa C€ YIIOPEJIE Y Y OJHOCY Ha PENALHM]y ,,0UTH IIOTCKYI IITO HAM oMoryhasa
KiTacupUKaINjy CUMIUTAIMjaTHUX KOMIUIEKca JaTor aMOujeTa Koja he ma Oyne
OJ1 BEJIMKOT 3Hauaja y OCTATKY JUCepTalHje.

HNepunnuuja 2.3. Hexa je K C 2V cumiimuyujannu xomiinexc. Kaxcemo ga je
Komiinexc K:

e ilog-gyanan y amoujeniuy V axo je K C KV;
® nag-gyanan y amoujenitiy V axo je KY C K;
o ayitio-gyanan y amoujenitiy V ako je K = KY;

o impancuengenitian y amoujeniiy V axo K u K" HUCY yiopequeu y ogHocy Ha
UHKJIY3UJ).

daMuiujy MoJI-1yaTHUX CUMIUTMIIMjATHUX KOMIUIeKca y amOujeHTy V' hemo
na o3HauMMo ca SDY a paMuInjy CBUX ayTo-IyaTHHX KOMIUIEKCA Y aMOUjEHTY
V osmauaBamo ca DV. Ha ocHoBy Jleme 2.1, BumuMo naa je KOMILIEKC K wnan-
nyanaH y aMOHjeHTy V' aKko je Hmeros AjeKcaHnepos ayald K'Y mHoj-myanaH y
amOujenty V.

IIpumep 2.2. Kao mro cmo Beh Bumenu y [Ipumepy 2.1, AnekcaHnepoB ayan
KOMILIEKCA ([Z}) y aMOHjeHTy [n] je KOMIUTEKC (n_[z]_l) Otyna, (y amOujeHTy
[n]) xKommTekce ([Z}) je moja-myanaH akko je 2k + 1 < n, Hag-ayajdaH akko je
2k +1 > n,nayro-gyanaH akko je 2k + 1 = n. CrenygjaiHo, 3a k = 2 qooujamo
cummuujanuu komruteke (1) = K, kommuieran rpad ca 5 remena npukasan
Ha Purypu 6.
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3 4

®durypa 6: Kommieran rpad K.

AKO je JaTh CUMIUTUILIA]ATHH KOMIUIEKC MOA-yalaH y JaToM aOHjeHTy, Ha
ocHOBY Jleme 2.1, CBU BeTOBH MOTKOMILIEKCH MOPAJy J1a Oy/1y MOJI-1yaJHUA Y UC-
ToMm ambOujeHty. OBa, orncepBanuja, 3ajeHo ca [lpumepom 2.2, Ham omoryhasa
JyallHy KaTeropusalujy 1aTOT KOMIUIeKca MoMohy HeroBe JUMeH3Hje.

Tephewe 2.1. Cumiinuyujannu komiinexc K gumensuje k je tog-gyanan y amou-
Jeniniy V' 2ge je |V'| > 2k + 3.

Hoxa3: Ilo mpernocTraBIy, TIaBHA CUMIUIEKCH KOMITTEKca /X ¢y KapIMHATHOCTH
k + 1 mro 3HauM Aa je KoMIuleke /X MOTKOMILIEKC KOMIIeKca (kL) Tana,

ako Ha umHKay3ujy K C ( V) IPUMEHMMO OIEPATOP LYAIHOCTH, L0OUjaMO

k+1)

—V

(kzl) - K" aua ocHOBY IIpumepa 2.1 To uMIUTHITpA 114 je (n—(k‘-i/-l)—l) - K.

Kako je mo mpetnocrasuu 2k + 3 < n gooujamo na je 2k+3—k—2 <n—Fk—2
7). maje k + 1 < n —k — 2. Tako 1o00HjaMO HU3 HHKITy3H]a

\%4 \% ~
K C C C KV.
- <k+1) - (n—k—Q) -
]

Cata HaBOJIMMO BPJIO MPAKTHUYHY TEOPEMY 3a MPOBEPY MO, HAl U ayTO-
JIyaJTHOCTH CUMILIMIIM]AaTHUX KOMITIEKCA.

Teopema 2.3. (Kpuitiepujym gyamociiv) Hexa je K C 2V cuminuyujannu xom-
inexc. Taga, y amoujeniuiy V, xomiinexc K je:

(1) @og-gyanan axxo ne aocimoju cumiirexc A C 'V iwmaxas ga cumiinexcu AuV'\ A
dpuiiagajy xomiinexcy K;

(2) nag-gyanan axko ue tociwioju cumiinexc A C 'V iiakas ga 0o6a cumiinekca A u
V '\ A ne apuitagajy K;

21



) aymo-gyanan axro 3a apouzsoman A C 'V, wauno jegan og cumiinexca A wiu
V'\ A apuiiagajy komiinexcy K umu exeusanenivno

VACV)Ae Ko V\AEK.

[oka3s:

(1)(=) Heka je K C K u Heka je A C V rakaB ma A,V \ A € K. Tana,
Kako je K TOTKOMIUIEKC KOMILIEKca K nobujamo ma V' \ A, A € K mro mo
Hebunnmmju 2.1 3Haun ga cumioieken A u V' \ A He npumanajy komrutekcy K
mTo HUje Mmoryhe.

(<) Heka ne nocroju cummiekc A C V rakas na A u V' \ A He npunanajy
komrutekcy K. Taja, 3a npousBosban B € K, cummiekc V' \ B He npumnajia
komruiekey K tmro ummumunupa ga V' \ (V' \ B) = B npumnama ayany K. Taxo
nobujamo na je K C K. R

(2) Ha ocnoBy Jleme 2.1, komriekc K he ga Oyne Ham-gyanaH akko je K mom-
ayanaH a no tephewy (1) Teopeme, oBo he na Oyne ciy4aj akkO He MOCTOJU
cummiekc A C V rakaB 1a A u V \ A npunanuajy xommiekcy K mro je mo
Hedununuju 2.1 eKBUBAIEHTHO YCIOBY a 00a CUMITIEKCA He MPHITAajy KOM-
wiekcy K.

(3) Ilo dedununuju 2.3, CAMIUTHIIMjATHE KOMIUTEKC K je ayTo-IyajlaH aKKo je
HaJ-ayanaH u moa-gyanad. Ortyna, 3a npousBosban A C V, ako A € K na
ou Baxuino tBpheme (1), cumruieke V' \ A He cMme na npunana komiiekey K.
Taxobe, ako A ¢ K, tama 360r TBphema (2) 3ak/bydyjemo aa cumruieke V' \ A
Mopa Ja ImpHIaaa KoMIuiekcy K. O

Crnenehu mpumMep WIycTpyje Kako IpoMeHa KOMOMHATOPHOT aMOMjeHTa yTHUe
Ha AyaliHy KiacuuKalujy CUMIUTHIIN]ATHUX KOMIUIEKCA.

Ipumep 2.3. Cummunujanau Komieke Ap,) = 20" je Han-gyanan y ambujeHTy
[n], ayTo-nyanan y ambujenty [n + 1] u nox-nyanan y ambujenry [n + 2].

3aucra, npumenom Teopeme 2.3, 3a npousBosban A C [n], 06a cumruiekca
Awu[n]\ A npumanajy pamumuju 2" mro motsphyje TBpheme (2). Takohe, 3a
npousBosbaH A C [n + 1], ckynm A He cagpxku teme {n + 1} akko [n + 1] \ A
canpxu {n + 1} nmm exBuBaneHtHo, A € Ay, akko [n + 1]\ A € Ay, mro
notshyje TBpheme (3). Ha xpajy, A, je moTkommieke Komriekea Ap, 1) Ma Ha

— [n+2]

ocHoBy Jleme 2.1 1obujamo /1a je CUMIUTHIMjATHA KOMITIEKC Ay, 4] , Koju je
— [n+2]
IO MPETXOIHOM 3aKIbYUKy jeqHaK Af, 1], CAAPKAH y KOMIUIEKCY Ay . Tako
n+2]

3aKsbydyjemo aa je Ap, C A

Ogaj mpuMep HIIycTpyje ocoouny aa yBehameM KOMOMHATOPHOT aMOMjeHTa
Kommnekca Ap,_1) yBehaBaMo U meros AnekcaHJIepoB Jyall LITO je Takolhe Hc-
TUHUTO U 33 OWIIO KOjU JPYTH CUMILTUIIN]ATHA KOMITEKC.
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Tepheme 2.2. Csaxu cumiinuyujarnu xominexe K C 2V je fiog-gyanan y ambu-
jeniy W 2ge je V.C W.

Hoxka3s: Kako je K C Ay C Ay, noctoju v € W tako na K C Ay (3. Axo
Ha MPETXOAHY MHKIY3Hjy IPUMEHUMO OIEpaTop IyalTHOCTU, IpuMeHoM Jleme
_—— W ~

2.1 pobujamo na je Apyngy  C K" a na ocnosy IIpumepa 2.3 3HaMo n1a je
W ~

Awrfop = Apgo}- Taxo nobujamo na je K C Ay gy € KV, O
IIpumep 2.4. JenuHu ayTo-yaJIHU CUMIUTHIIM]AJTHU KOMIUIEKCH y amOujeHTy V/,
KOjU He cazipxe cBe BpxoBe {v} C V, cy Ay ().

3aucra, Ha ocHoBy ITpumepa 2.3 3Hamo aa cy kommiekcu 2V} ayro-nyannu
y ambujenty V 3a cee v € V. Heka je K C 2V Ayro-myanan cuMIiumu-
jaJTHH KOMIUTEKC KOju He caap:ku Bpx {v}. Tama, mo Teopemu 2.3 tBpheme (3),
cumiuieke V' \ {v} mMopa ma mpumama xomrutekey K. Kako crpane cumiuiekca
TPUITAIAjy CUMIUTHIA]ATHOM KOMILTEKCy, nobujamo 1a je I = 2V M},

Taxo 3akJbyuyjeMo 1a y ambujeHty V' mocroju tauno |V | ayTo-1yanHux cum-
TUTHIIHAjATHIX KOMITIEKCa KOjH He caJpiKe CBe BpXoBe cKyma V. OBU KOMILUIEKCH
he ma onurpajy 3Ha4ajHy yIory y OCTaTKy AUCEepTaIlHje.

2.4 Ayro-ayasiHe TpUAHryJianMje NPOjeKTUBHUX MPOCTOPA

Y 0BOM 0/IeJbKYy HABOJMMO HEKOJHMKO 3HAYajHHX MpHUMEpa ayTo-TyaTHUX
TPUAHTYJIAlMja TOOPO MO3HATUX TOIOJOIIKUX IMPOCTOpa. AyTO-TyaaHOCT J0-
OMjeHUX KOMILJIEKCa j€ BPJIO 3HauajHa KOMMOHEHTA. Martepujall je mpey3eT u3
pana [21] koju caapu OGMMHY KATAIOTH3a11]y TOMOJONUIKUX TPOCTOPA CA M03-
HATUM MUHUMAaJTHUM TpUAHTYyIalldjaMa.

Ipumep 2.5. Peanna mpojextuBHa paBal RIP? Moxe J1a ce mocMaTpa Kao (hakTop
pocTop Ko6HjeH naeHTH(UKAIIN]OM aHTUIIOJATHUX Tadaka cepe S2. Otyna,
na 6u mo6wiM TpuaHrynanujy mpoctpa RIP?, 10BOBHO je 1a HCKOPUCTHMO
HMKOCaenap, KOju mpeAcTaB/ba aHTUITOIATHY TPHUAHTYIAIM]y chepe 1 CriojuMo aH-
TUITOIAJTHO CUMETPpUYHE cuMIliekce. Tako gooujamo komiuieke R Py Koju Ha3u-
BAMO XeMu-ukocaeqgap, TPHAHTYTanmjy mpoctopa RIP? ca 6 TemeHa mpukasaHy
Ha Durypu 7.

Jypreman u Punren cy y [17] u [27] noka3amu 1a 1BOJMMEH3HOHAITHE MHO-
roctpykoctu M (koje HUCY XOMeOMOp(hHE OpUjaHTEOUTHUM MOBPIIMMA POJIA
2, KnajueoBoj 601y wim He-OpujeHTAOUIIHO] OBPIIK pojaa 3) UuMajy TPUAHTY-
Janyje ca n TeMeHa aKKo je:

G EEERTY)
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®durypa 7: Tpuanrynamnuja R F; peanHe MpojeKTUBHE paBHHU.

rae je x OjnepoBa kapaKTepUCTUKA MHOTOCTPYKOCTH.

Kaxo je OjnepoBa KapaKTepUCTHKA MPOJEeKTUBHE PABHU 1, 3aKbydyjeMo Ja
je XeMH-MKOcaenap MUHIMAIHA TPHAHTYIaluja mpocropa RIP2.

XeMHU-UKOCAeIaAp j€ U ayTO-/1yaJaH CUMIUTMLH]AIHU KOMITIEKC. JIOBOJBHO je
Jla MPUMETUMO Ja CYy KOMIUIEMEHTH TJIABHUX CUMILIEKCA XeMHU-UKOCAe/[pa MUH-
MMaTHH He-cumiieken pamunuje 219 \ RPs u na je ([g]) C RF;.

Bpem u Kynen cy y [6] mokasanu na 3a TpuaHrynanuje d—IMMeH3MOHATHUX
MHOTOCTPYKOCTH KOje HUCY chepe ca n TeMEHA BaXXH HEJeTHAKOCT

d
> —
n_3[2-‘ + 3

P TOM, jeHAKOCT BaXkKM caMo y ciydajeBuma d = 2,4,8,16 kama je M
MHOTOCTPYKOCT KOja ,,JTJMYM Ha IPOjEKTUBHY paBaH OJJHOCHO TaBa Jia OCTOjH
Mopcosa ¢yukumja f : M — R ca TauHO Tpu KPUTHYHE BPEIHOCTH (OBAKBE
MHOTOCTPYKCOTH Cy JieTajbHO aHajusupane y [10]). 3a d = 2, nobujamo yrnpaso
xemu-ukocaenap onucad y Ilpumepy 2.5. Caga HaBOAMMO NMpPUMEDP TPHUAHTY-
Jalnyja OBUX MmpocTtopa 3a d = 4.

ITpumep 2.6. Kao wito je nokaszano y [2] ogrocHo [1], KoMruiekcHa npojekTBHA
paBan CP? uma jequucrBeny MunHuManHy tpuanrynamujy CPy ca 9 TemeHa.
Barmikap Baruu u bacyne6 [data cy y [2] onucanu riiaBHe CHMIUTEKCE OBOT KOM-
IieKca Ha cieiehu HauuH.

Hexka je GI(C Py) cKyn cBUX INTaBHUX cUMILIeKca Tpranrynamuje C' Py 1 Heka
je Zi3 X 7.3 apunHa paBaH peja 3 npukazaHa Ha Ourypu 8.

Hexke ocoOune adune paBuu Ziz X Z3 Cy:
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(1,0) ¢ ',( ) 0.(F2)
D "~,~.,' C o e

(2’ 0) .......... ::’._:(':21 1) (2’ 2)

durypa 8: AmOujeHT KoMIuiekca C Py,

® paBaH caJpXu 9 Tauaka,

® TOCTOjU 12 pa3sTUUNTUX ITPABHUX,

® CBaKa MpaBa Ca/IP>KU TPU TAUKE,

® JIBE PA3IMUMTE TAUKE MPUITAAa]y JeIMHCTBEHO] MPaBoj,
® KpO3 CBAaKy TayKy Ipoiiase 4 mpase,

e TpHU ITapaJjellHe IpaBe GopMHUpa]y HAPTHUIH]Y CKyIa Zg X Z.3 Ha TUC]YHKTHE
MOTCKYITOBE.

Awmoujent V' xomruiekca C' Py je aduHa paBaH Zs X Zi3. Heka je L ckym cBUX
npaBux aduHe paBHU Z3 X Zs3. Heka je P C L ckym ox 3 mapaJjeiHe IpaBe
lo,l1,1ls € Lruejel; = {(i,0), (i, 1), (i, 2) } (oBe mpaBe hemo Ha3uBaTH BpCTAMA).
[MpumeTnMo fa Kpo3 cBaKy Tauky v € V mpoja3u Ta4HO jeHa rmpasa ckymna P.

Heka je G; C 2V damunuja nata ca: 3a cBako i = 0, 1,2 u cBako v € [; cKyn
(l; Uliyy) \ {v} mpunanma pamunuju G (+3 je cabupame mo moxaymy 3). Tama
G| =3-3=09.

Hexa je Gy C 2V damunuja naTa ca: 3a pasauuuTe mpase my,my € L\ P,
ako je my N'my # () Tama my U mo npunana pamunuju G5. OBako cMo 100um
HOBUX |Go| = 9+ (3) = 27 cummnekca.

Heka je GI(CPy) = Gy U Gs. Kaxko cy ckynosu G1 u Gy IUCjyHKTHH,
nobujamo na je |GI(CPy)| = |G1] + |Ga] = 36 1j. oBaj komiuiekc uMa 36
[JIABHHUX CUMILIEKCA.
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JHoxaxumo na je CPy ayromyanan y ambujenty V. Heka je A C 2V
NIPOU3BOJbAH CUMITIEKC.

Axoje |A| < 3, u A npunana ynuju ase napajende npase l;, l11,; € P 1o he
na 6yne cnyuaj ako je A = [y ,;, unu cumruteke A nmpunana ckymy (I; Ul 4,;) \{v}
32 HeKO v € [; omHOCHO A je caapkaH y HeKOM cuMIniekcy pammmmje G1. Ako
A HHUje caapKaH HH Y jeTHOM cuMILTekcy hamuinje G1, OH cedue CBe TPU BPCTE
ckyma V' 1j. oH je obmuka A = {(0,4),(1,7),(2,k)}. Tanma npase m; u mo
onpehewe maposuma (0,7),(1,7) u (1,7), (2,k) ve npunanajy bamuiuju P u
ceky ce y TeMeny (1, j) mro uMruuimpa ma je A C my U ms € Gs.

OBako cMO JTOKa3aju 1a je (‘;) C CP,y. Kako je dim C'Py = 4, cuMIuIekcH
bammnuje () ne npunanajy xommiexcy CPy. Otyna, 1a 6u 1okasanu ja
tBpheme (3) Teopeme 2.3 Baxu 3a komruieke C' Py, Tpeba jga mpoBepuMo aa o/
nBa aucjyaktHa cumiiekca A, B C V rue je |A| = 5 u |B| = 4, tauHo jenan ox
BUX npumnaaa kommekey C Fy.

Hexka je |A| = 4 (aHamorHuM MmocTymkoM ce mokasyje ciydaj |A| = 5).
Tana, cumrutekc A = {vy, v9, v3, v4 } He ipumama komrutekey C' Py, y cieneha
TpU ciydaja:

e MpaBa M, = V1V j€ AMjaroHana, mapajeiHa mpaBoj Mo = U3y, TAKO J1a
vy, Vg, U3, U4 HE TIPUIIAJIA]y IBEMa Iapalle]ITHUM BpcTaMa,

e MpaBa Mm; = VU1V jé KOJIOHA MapaliellHa MPaBOj My = U3y, TAKO J1a
V1, Vg, U3, U4 He TIPUITIAJIA]y IBeMa MapalIeTHUM BpcTaMa.

® TEMEHa U1, Vg, U3 IPUIIAIAjy UCTOj BPCTHU [; a V4 IpUITaa BPCTH 14 ;.

Y npBoMm ciyuajy, A¢ caapku AMjaroHany myg, MapaliellHy MpaBoj mi a
A\ mg = {wy,we} THE W1 € My U we € My (CBOjCTBO MapTHIHje CKyIa
V' mapanennum mpaBum). Tama mpaBa wjw, He npumnana P (jep 6w y Tom
ClIyyajy vsv M U204 OUjie mapaiesHe BPCTE) U HUjE TapasesiHa mg (jep mpumnaua
pasIUYUTUM IIPaBUM KOje Cy joj mapaienHe) ma, wiws U my = A° je rmaBHH
cumintekc pamunuje Go.

V npyrom ciay4ajy, A caapKu KOJIOHY M, TIAPAJIENHY IpaBoj my a A\ mgy =
{wy,wy} Toe TeMeHa wy € My U Wy € My HE MPHUITANA]y HCTOj BPCTH jep OU y
CYIIPOTHOM 7, Vg, U3, U4 TPUIMAMAIA mapaleqHuM Bpcrama. Otyma, wiws je
JMjaroHasa ma Mopa aa ceue KOJIOHY My, IITO 3Ha4YM J1a wiwy U mgy € Ga.

V tpehem ciyuajy, A€ je 3anpaBo ckym (I14,; U loys) \ {va} KOju npumama
dbamumuju G.

Haxkie, y cBa Tpu ciyuaja A¢ mpumnama komruiekcy C'Fy.

Heka caga A npunana komrmiekcy C'Py. To he na Oyne cirydaj ako:
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e A je crpana cumiuiekca pamunuje (G; OQHOCHO, HajBUIIIE IBA TEMEHA CHM-
iekca A nmpunajajy BpCTu [; a ocraja TeMeHa MpUnaiajy BpCTH Iy ;.

e Aje crpana cuminiekca pamunnje Go Tj. IpUnaga mpeceKy mpabux Gamu-
uje L\ P.

VY npBoM ciyuajy A° caapku BpCTY loi,; ¥ HajBHIIE jeaH €JIEMEHT BPCTE
l1+4; ma He MOXe J1a Oyze cumiuieke hamunuje G1 a OBO Cy jeMHU CUMILIEKCH ca
5 enemeHaTta Koju mpumnajajy komruiekcy C Py u cajipxe 1e1y BpCTy.

V npyrom ciyuajy, ako je A npecek npasux pamunuje L\ P, TeMeHa BeroBor
KOMILTEMEHTa ce Hallaze y CBUM BpcTrama. Otyma, na 6u A° OMO CHMILIEKC,
OH MoOpa 1a Oy/e MOTCHUMIUIEKC TTTaBHOT cuMIuiekca pammmmje Go. Melhytum,
A€ je TakaB J1a BErOBa TEMEHA MPHIA/IA]y [BEMa Mapalie/IHUM KOJIOHAMA WIIH
JIBEMa MapalielIHuM JrjaroHajgama (ako je A mpecek KOJOHE U A1jaroHasie), Uiu
TeMeHa cuMIiekca A° GopMupajy YeTUpHU Tauke TAKBE Ja Cy CBAaKe 3 O HUX
He-KOJIMHEeapHe K40 IITO je wiycTpoBaHo Ha @urypu 9. Otyna, A° Huje moryhe
CMECTHUTH Ha IIpecek mpaBux hamunuje G mro mokasyje na A¢ € C'P.

®durypa 9: Kommutementu rinmaBHux cuminiekca hamunuje Go.

Haxkie, u C'Py je ayToayaaaH CUMIUTALIAjATH KOMITICKC.

[IpeTxognu mpuMepu ykasyjy Ha OCOOMHY 1a C€ ayTO-AyaJHU CUMILIULIM-
JaJTHU KOMIUIEKCH Y€CTO jaBJba]y KAO0 MUHMMAITHE TPUAHTYJIALIA]€ TOTMOJOMIKHX
MPOCTOPA TE€ 3aCIYXKY]y Aa UM CE€ MOCBETH MAXKba.

Crnyuaj TpyaHTyIauja 0CMO-IMMEH3UOHATHUX MHOTOCTPYKOCTH KOj€ ,,JTNYe
Ha [TPOjeKTUBHE PABHU  je HHTEH3UBHO UCTPAXUBAH Y [5]. OTKPUBEHO je [1a moc-
TOjJU HajMame IeCT KOMOMHATOPHO PA3TUUUTUX THAHTYIAI[1ja MHOTOCTPYKOCTH
KOje MMajy MCTE€ XOMOJIOIIKE Tpyne Kao KBATEPHUOHCKA MPOJEKTHMBHA pAaBaH
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HP?. Tex je 2016-e romuue y [11] oTkpuBeHo ja 6ap jeaHa o1 OBMX TPUAHTY-
Jlanuja 3aucTa MpelCTaB/ba KBATEPHUOHCKY paBaH. [Ipo6iieM KOMOMHATOPHE
KOHCTPYKIIMje OBUX MHOTOCTPYKOCTH TUMeH3Hje 16 y TpeHYTKy IHCama OBE
JUCEpTAIH]je HUje PEIleH.

VY Ilornasswy 4.6 hie 1a 6yae HaBeeH HOBU IIPUCTYIT KOHCTPYKITUJH TPHAHTY-
Janyja OBUX IPOCTOpA.

2.5 T'eomeTpujcKH AaMOMjEHT CUMILTMUUJATHUX KOMILIEKCA

Axo mocToju notnpocrop Eykmuackor mpoctopa RY xomeoMopdaH Toro-
nomkoM mpoctopy X (WaM monuenpy Kommnekca K), taga R HazuBamo re-
oMeTpujcku amOujeHT mpocropa X (uau koMmruiekca K).

AyTO-AyallHU CUMIUIMLH]ATH KOMILJIEKCH Y KOMOMHATOPHUM aMOUjeHTHMA
KapIMHAJIHOCTH N UMajy BPJIO 3HAUajHy reOMeTpHujcKy ocoouny. Haume, mwu-
XOBE TeOMETPHU]jCKe pealin3alinje Huje Moryhe mpeacraBuTi xoMeoMop(HIM MOT-
npocropuma EyKITUICKUX MpOCcTOpa TUMEH3H]je 12 — 3 OTHOCHO IbUXOB T€OMETPHU-
JCKM aMOMjeHT je orpaHuueHe quMenHsuje. OBjie MpecTaB/baMO MAaTEMATHUKO
OIPAB/IAEe OBE UMHLCHUIIE MATEPUJATIOM Mpey3eTuM u3 [22]. Paju KoMIuieTHOT
yBHUA Y TEOPH]Y EKBUBAPHJAHTHE TEOPH]jE MHIEKCA YHjOM MPUMEHOM CY TBphema
JOKA3aHa, YUTAOILY ce mpernopy4yjy [34] wu [33].

Jlo6po mo3nata Bypcyk-YimamoBa TeopeMa omucaHa y [22], OJHOCHO eHa
ToCTIeIIA, TBP/IH 1a He TOCTOjU HEMPEKUTHO IpeciuKaBame f : S™ — S?rieje
d < ncaocobunom jiaje f(—z) = — f(x). OBakBa NpecInKaBamba HA3UBAMO Zy
€KBUBapUjaHTHUM. MOTHBUCAH MMOCIEUIIAMA OBE TEOPEME, YBE/ICH je rmojam Zs
MHJIEKCA TPOU3BOJBHOT CIIOO0THOT Ziy €KBUBAPH]AHTHOT TOIOIOLIKOT IIPOCTOPA
JTH CHMIDTHIHjATHOT KoMIUTekca K kKao MHHHMAJTHA JUMeH3Hja chepe S¢ y kojy
nonuenap || K || moxe ma ce mpeciuka Zs €eKBUBAPHjAHTHUM TIPECTHKABAEM
OJTHOCHO:

indz,(K) =min{n € 0,1,... | 3f : [|K]|| — S",f(u(:c)) =—f(z)}.
Hekonuko ocobuHa oBako neuHUCAHOT MHACKCA CY
e indyz,(S") =n3aceen=0,1,2...,

e ako je f : ||K|| — ||L|| mpecnukaBame Koje je Zs eKBUBAPUjAHTHO, TaIa
iIle2 K S il’le2 L,

e indy, (K x L) <indg,(K) +indz, (L) + 1.
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IIpBa je ouurnegna nmociaeguua bypcyk-Yiaamose Teopeme. 3a mpyry oc-
00uHy, mpUMeTHMO camo Jjia axko || K || Mmoxke na ce Zsy eKBUBAPUJAHTHO IMPEC-
muka y ||L|| a ||L|| moxe na ce Z, exBuBapujaHTHO mpecnuka y S%, Tama u
|| K|| Moxke na ce Zo eKBUBApUjaHTHO MpecTuka y S¢ MpocToM KOMIO3HIU]OM
npecniKaBama. Tpeha ocobMHA je Mmocmequia YUEEHUIE Ja aKo UMaMo Z
eKBUBApHUjaHTHA TIpeciukaBama f : ||K|| — S u g : ||L|| — S%, taga cna-
jame npecnukaBamwa f u g naro ca f x g(te + (1 —t)y) = tf(x) + (1 —t)g(y)
je HempeKuIHO, Zo eKBUBApUjaHTHO, U mpecnukaBa || K || x ||L|| ~ ||[K = L|| y
npoctop S% x S92 ~ Gh+dz+l

JIMCjyHKTHO CIIajare TIPOU3BOJHHOT CUMILTUIIUjATHOT KOMITIekca K ca ca-
MHUM COOOM je& MPHUMEP JeTHOT CIOO0OTHOT, Ziy €KBUBAPHUJAHTHOT, CUMILTHIIU-
jarmHoTr KoMIuTekca. Ako je V' aMOujeHT Komrutekca K, ka0 aMOUjeHT TUjCYHK-
THOT crajama K *a K mosxe qa mocmyxu ckyn V =V x {—1,1}. Tana:

KsaK={Ax{1)UBx{-1} | A,Be K,ANB % 0}.

HenoBame rpyme Zs Ha O0Baj KOMIUIEKC ce JeUHUIIe CHMIUTHIUjaTHUM IIpec-
mikaBamweM v : V — V jgatum ca v(v,i) = (v, —i). Ounriensno vov = ly.
Kako 3a mpoussoiban F' € K xx K Baxku F Nv(F) = (), oako nedpunHucano Zs
nenoBame je cinobonHo. Hapasho, Ha nonuenpy || K *a K|| nenosame rpyre Zsy
ce jeuHuIne moMohy HHAYKOBAHOT MPECIUKaBarba f,.

VY Mornassby 5.5 yubenuka [22] je 10Ka3aHO 1a MPOU3BOJHHO HETIPEKUIHO
npecukasame f : ||K|| — RY unmykyje jenHo Z, eKBUBApHjaHTHO MPECTUKA-
Bame f *a f ¢ || K #a K|| — S¢ mro mvmmumupa 1a je indg, (K A K) < d. Ipu
TOoM, f *A f je pecTpuKIMja criajama mpecnukaBama f * f ca ckyma || K * K|| Ha
notckyn || K xa K||. Tako mobujamo 1a axo je

indz, (K xa K) > d,

CUMILIMLIM]ATHU KOMILIEKC /X HemMa reOMETPHjCKy peaiu3auujy y Eyknuackom
MIPOCTOPY JTUMEH3H]je Marbe O d.

Caza, ako mocMaTpamMo NMPOU3BOJbAH AyTO-AyajaH CUMILIMIIMJATHU KOM-
wiekc K y amOujeHty V' KapIWHAITHOCTH N, TUCJYHKTHO crajame K x5 K je
Ha ocHOBY Teopeme 2.1 3ampaBo TpuaHryianuja chepe aumensuje n — 2. Tako
3akibydyjemo ma je indz,(K xa K) = n — 2 u ga ||K|| Hema reomerpujcky
peanu3zaiyjy y EyknmmackoMm mpocTopy IUMEH3H]e Malbe 011 1 — 2.

CnuyHO OrpaHuYeHE TUMEH3M]e TEOMETPHJCKE pean3alifje MOXe j1a ce J10-
Ouje u 3a cnajame ayronyainux komruiekca. Ceprej Menxukos je y [23] nao
JjeaHOCTaBaH J0Ka3 Jia Ce CliajarbeM ayTOIyallHMX KOMIUIeKca 100ujajy ,,0mTH-
MaJlHi IPUMEPH KOMILIEKCA Ca OTPAHUYEHOM JUMEH3HMjOM T€OMETPH]CKOT aM-
OujeHTa.
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Teopema 2.4. Axo je {K; C 2Vi | |Vi| = ny,i € [k]} dpamunuja ayiwogyannux

CUMTNUYUJAIHUX KOMILIEKCA Y qUCTYHKIGHUM ambujeniauma Vi, . . ., Vi, Waga cum-
inuyujarnu komineke K = Ky x -+ x Ky nema Zeometlipujcky peanusayujy y
Eyxnugckom tipocttiopy gqumensuje mare og ny + --- + ni — k — 1 gok ceaxu

dpasu totmikomiliekc Kominekca I mooce ga ce peanusyje y apociiiopy gumensuje
n1+-~-+nk—k—2.

Hoxa3: Ha ocnoBy Jleme 1.1 u Teopeme 2.1, mucjyHKTHO cnajame K xa K je
CUMILIULIU]ATHU KOMILIEKC:

(Ky %K) wa (K % %K) = (K %a Ky) %o % (K %0 K)

= Bier(Ky) % -- - Bier(K) = S™ 2% ... x S™ 2 = gratetng=2kbk—1

JlaxJje, JUCjYHKTHO Cllajambe KoMIuiekca K * - - - x K ca camuM coOOM mpeji-
CTaBJba TPHAHTYJIALM]Y chepe qumeH3uje ny + - - - +np — k — 1 ma je

indz, (K*a K)=ni4---+n, —k—1

IITO UMIUIMLKPA J1a KOMILIEKC /(| * - - - x K}, HeMa T€OMETPH]CKY peain3alujy y
EyknmuickoM MpocTopy IUMeH3Hje Mambe O Ny + - - - +ny, — k — 1.

Hexka je cama L mpaBu moTkoMIUIeKe KoMIuiekca K. Taga mocToju riaaBHU
cumiieke F' € Ki x - -+ x K KOjU He IpHUIlajza KOMIUIEKCY L U OH je oOImKa
F=AU---UA;rnecy A; € K; Herpa3Hu IrIIaBHU CUMILIEKCH KOMITIeKca ;.
Kako je cBaxu oy komiuiekca K; ayroayanas, godujamo na V; \ A; € K; mro
3Hauu ja cumiuieke V; \ A; He npunana vu komruiekey L. Ha ocHoBy [Tpumepa
1.1, 3Hamo 1a je Ay, = Ay g * Ago akakoje L C K C Ay, x---x Ay, 1
cumruieken Vi \ Ap, ..., Vi \ Ag u F' He npumanajy komruiekcy L, no6ujamo na
je komrIuieke L cajpkaH y KOMIUIEKCY S TJIe je:

S= (8AV1\{A1} * AAl *oeeo Xk aAVk\{Ak} * AAk) \ {F}

Kako cummuieke F' He ceue cummuiekce Vi \ Aq, ..., Vi \ Ag, a cniajambe KoM-
MJIeKca KOMyTaTHBHA U aCOIlMjaTHBHA Orepaluja Jo01ujamo aa je:

S = 8AV1\{A1} koooee 3k aAVk\{Ak} k ((AAl kooee AAk) \ {F})
= 8AV1\{A1} Koo 8Avk\{Ak} * (AA1U~'UAk \ {Al u---u Ak})
= aA‘/1\{141} Kooex aAVk\{Ak} * aAAIU"'UAk

Ha ocnosy IIpumepa 1.3, xoMIUIEKC S IpeacTaBiba TPUAHTYIALU]y chepe
mumensuje |V \ {A1} =2+ + |[Ve \{Ax}| =24+ |A1U-- - UA| —2+k=
Vil + -+ Vi — k+ 2. O
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Tako 3ak/byuyjeMo J1a CriajalkbeM ayTOLYTHUX CUMIUTUIIM]aTHUX KOMIUIEKCA
100MjaMO KaHOHCKE MPUMEPE KOMILIEKCA KOJU MMa]y T€OMETPHU)CKU aMOUjEeHT
orpaHudeHe muMeHsmje. Teopema 2.4 omoryhaBa W OTpaHUYEHE TUMEH3H]je
TEOMETPH)CKOT aMOMjeHTa TOIOJIOIIKUX ITPOCTOPA KOJU UMajy TPUAHTYJIAILH]y.

Hocaemuua 2.1. Axo iwoidonowku dpocitiop X uma ipuancynayujy K koja cagparcu
ciiajarve k ayiwio-gyannux cuminuyujannux kominexca K, . . . | Ky y anbujentiuma
KAPGUHATHOCTAU Ny, . . . , Ny, akeux ga je |V (K;)| = n; 3a cee i € [k], waga
ceomettipujcku amoujenid woonowkos ipociiopa X je qumensuje eehe og 3o0upa
ng+---+n,—k—1

Hoxka3: Ako moTkoMmIuiekc L komruiekca K HeMa T€OMETPH]CKY peaTh3aiujy y
R? tama vu K Hema reomerpujcky peammsauujy RY. Ortyna, na 6u moxasanu
TBpheme, JOBOJBHO je J1a MPUMETHMO j1a ako ¢y K; C 2V moTkommiekcu KoM-
ikekca K taksu ga je Ky * - - - x K C K, taga no Hedunumuju 1.6 amOujeHTH
Vi,..., Vi Mopajy ma OGymy aujcyHKTHH jep je mo mpertmoctasim V (K;) = V.
O

3aHUMIBUBO j€ 1a y IPETXOAHO] MOCIENAUIH, KOMIUIEKCH Ay [}, KOJH CY IO
[Ipumepy 2.4 ayto-nyanHu y amOujeHTy V;, He MOTY Ja YUECTBY]Y Y CHajamby.

IIpumep 2.7. I'pad K33 npukasan Ha Purypu 10 Moxe na ce MpeacTaBU Kao

Crajame KOMIUICKCA ([‘I’}) ca camum cobom. Kako je Ha ocHoBy Ilpumepa 2.2

CUMILTUIH]aTHA KOMIUIEKC ([‘Iﬂ) ayTo-IyanaH y aMOujeHTy (3], crajarmbe ([i)]) *
([i’]) = K3 3 HeMa reoMeTpHjCKy peanusanujy y Eykinackom npoctopy IUMeHs3-
uje 3+ 3 — 2 — 1 = 2 ogHocHo K3 3 Huje mmaHapaH rpad.

1 2 31

1o 29 32

®urypa 10: I'pad K33 kao crajame ([‘;’}) * ([‘;’}).

CBHU jeMHOIUMEH3UOHAIHA CUMILTHITHjaTHU KOMIUIEKCH Cy TpHAaHTyIaluje
rpadosa. ¥ [22], [Tormasme 1.6, je TOKa3aHO T4 CBAKM CUMIUTHUIIHJATHA KOM-
IUIeKC JUMeH3Hje d MMa reoMeTpHjcKy peanusauujy y npocropy R2+1. Oryna,
cBaku rpad uma reomerpujcku am6ujent R3 na, na 6u noxaszanu ga rpad I' Huje
rmaHapaH, Ha ocHoBy [locinenuie 2.1 morpedHoO je ma mokaxemo aa I' cagpxu
Crajame ayToAyallHUX CUMIUTHIIHjaTHUX KoMIutlekca. Kako je mumeH3uja cra-
jama komiutekca K u L jemHaka dim K + dim L + 1, jequan Moryhu KaHTUIATH
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Cy cliajarbe ayTOJyaJIHMX KOMIUIeKca JuMeH3Hje (0 UM ayToayaTHd KOMILUIEKC
nuMensuje 1 (mpu Tom, kommiekcu Hucy u3 [lpumepa 2.4). Kao mro hemo na
BunuMo y Ilpumepuma 3.3 u 3.4, rpadosu K33 u K5 cy jenuHu (10 Ha U30MOP-
¢uzaMm) jeTHOTMMEH3MOHATHN MPUMEPH Clajarba ayTO-TyalTHUX KOMIUIEKCA Y
KOjHMa He YUeCTBY]y ayTO-TyaTHH KOMIUTEKCH Ay () C 2V. Otyna, akorpap I’
canpxu K33 unn K, Ha ocHoBy Ilocnenune 2.1 on Huje mmanapaH. MehyTtum,
0Ba] YCJIOB j€ y M3BECHOM CMHUCITY M JIOBOJbAH.

[Mosuara Teopema Kypartosckor mpejcrasibena y [20] uz 1930—e ropune
TBpAU J1a rpad Koju HUje IUTaHapaH Mopa Ja caipxu rpad Kss wim K unn
IbUXOBE pe-TPUAHTYIAIje OJTHOCHO, MPOOJIeM ITAHAPHOCTH I'pada je OTIIYHO
pelieH moMohy ayTo-IyaTHUX CUMILTHIIN]aTHUX KOMIUTEKCA.

CnuuHM pe3yNTaT MOCTOJ€ U 3a JBOJIUMEH3MOHAIHE CUMIUIMIIN]jaJIHE KOM-
riekce koju Hucy maHapau. Ilo IMocmenuim 2.1, ako mokaXeMo J1a KOMILUIEKC
K caapxu ayTopyaslaH CUMIUTALU]AJTHU KOMIUIEKC ca 5 TeMeHa unu rpad K 3,
AT KOMIUTEKC HE MOYKE Ja MMa TeOMETPHCKY peanusalujy y mpoctopy R? (oc-
Talle MOryhHOCTH 3a cliajame He ocToje jep cy no [Ipumepy 3.3 cBu ayTogyanHu
KOMIUIEKCH Yy aMOUjeHTy [4] Koju cajipike CBE BPXOBE jEHOIMMEH3UOHAIIHH).

Xanuu u Jyur cy 1964—e y [12] nokaszanu na cumruunujaian Komrieke K
1Ma TeOMETPUjCKy peanusaijy y npoctopy R?, akko K He caipiu KOMIIIEKCe
n3oMop¢HE KOMIUTEKCUMA

Ks3, K5, HJy = Ay, HJy = Ay U Agsy,

HJ; = (0A[3} U A{4}) * A{5}, HJ, = A[g] * 8A{374} U (9A[2] * A{g,} U A{374},

3 3
HlJs = (1) * Apa sy, Hg = Ap U (1) * OA (4,5

WM BUXOBUM pe-TpHaHrynaiyjamMa. Mehyrum, kao mro heMo ga BUIUMO Y
IMpumepy 3.4, cBaku ayTojyalHM KOMIUIKEKC y amOujeHty [5] je usomopdan
HeKoM oJ1 komriuiekca K5, HJy, ..., H Jg.

Jlaxye, nuTame MIaHAPHOCTU CUMILIULIM]ATHUX KOMIUIEKCA j€ YIIOTIYHOCTU
pellieHo oMohy ayTo-IyaTHUX CUMIUTULUjATHUX KoMmIutekca. Jla Ou cimuHa
TBphema Morna j1a ce popmupajy y Behum qumeHsujama, moTpeOHO je OAPEeIUTH
CBE ayTOAyallHe KOMIUIEKCE Y 3aJaTOM aMOUjEHTY.
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3 KoHcTpyKkumja, KOMOMHATOPHA CTPYKTYpPAa M KJIACHU-
(Ppukanuja ayTo-1yaaTHuX CHMILVIMIIA]AJTHUX KOMILTIEKCA

Y OBOM MOTIIaBJbY JajeMO OIUC JBE YHUBEP3aTHE TEXHUKE KOHCTPYKIIM]jE
CBUX ayTOAYaJTHHX CHUMIUTHUIIJATHUX KOMIUIEKca y JaToM aMmOujeHTy V' Koje
00e30elyjy HOBU YBUJl y BbUXOBY KOMOMHATOPHY CTPYKTYypy. CBa TBphema u
JI0Ka3u ¢y objaibHu y [32].

3.1 PexkoHCTpYKUHMja ayTOAYAJHUX KOMILIEKCA

Y 0BOM 0/IeJbKY aHAIM3UPAMO ITOCEOHY TEXHHUKY T3B. PEKOHCTPYKIIHjE ayTO-1Y-
aJHUX CUMIUTMIMjaIHUX Komiuiekca Ky ¢ukcupanom amoujeHty V. Meton
je 6asupan Ha oncepsanuju Cepreja Menxukosa Koju je pajay y [23] mpumerno
Jla Pa3INIUTE ayTO-AyalTHE KOMIUIEKCE MOXKEMO J1a JOOMjeMO pa3MEHOM IapoBa
KOMIUIEMEHTApHHUX CUMILTEKCA.

[Tpucerumo ce 1a je A C V IrIaBHU CUMIUIEKC CUMIUTAILIMJATHOT KOMIUTEKCa
K C 2V ako A Huje cTpaHa HH je[JHOT JPyroT CUMIUIeKca KoMITekca K Tj.

(VBe K)A ¢ B.

ExBuBanentHo, cumiuiekc A € K je rmasuu akko je K \ {A} cummumnmjamam
KOMILIIEKC.

Ornepaiiyja peKOHCTPYKIIM]E ayTO-1yaIHOT CUMILIMLIU]ATHOT KoMIuiekca /X
[PECTPOjaBALEM IITaBHOT cuMILIekca A, y o3Haim 754 (K), je ycko moBe3aHa ca
oucTenapHuUM omepaljama onucanuMm y Ilormasipy 2.1.

Tepheme 3.1. Hexa je K C 2V ayiwio-gyanan cumiinuyujaniu KomMiiexce u nexka je
A € K enasnu cumiiriexc. Taga

rsa(K) = (K\ {A}) U{V'\ A}
Jje wakohe aymio-gyanian CUMIIUYUJaIHU KOMILIEKC.

Hokas: IIpso, K \ {A} je cumruinnumjansu KOMIUIEKC jep je A rIaBHU CUMILIEKC.
Heka je B C V \ A npousBosban. To 3Hauu na je A C V \ B, a kako je A
[JIABHH CHUMIUTEKC KomIutekca K, mobujamo 1a V' \ B Kao meroB HaICUMILIEKC
He mpurana komruiekey K. Ortyma, mo Teopemu 2.3, cumiuiekec B Mopa ma
npunaga komiuiekcy K jep je K ayro-myanaH. Tako cMo TOKa3aiH JTa KOMILIEKC
K \ {A} canpxu ce npase crpane cumiuiekca V' \ A ma, (K \ {A}) U{V \ A}

j€ CUMILUTMITH]aJTHU KOMILJIEKC.
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Jpyro, komiuieke 1s4(K) je ayroayanan. J[0BOJbHO je Ja IPUMETUMO Ja
3a npoussosban B € 2V \ {A,V \ A}, tauno jenan ox cummiekca B,V \ B
npunana komruiekey K\ {A} (jep K je ayro-myaman) u ma A & rsa(K) mox
V\Ae€rsaK). O

Cnenehe TBpheme mokasyje Ma je TEXHHMKA PEKOHCTPYKIMja JTOBOJbHA 3a
onpehuBame CBUX ayTO-IyaTHUX CUMILTUIMJATHUX KOMILIEKCa y JaTOM aMOu-
JEHTY.

Tephewe 3.2. Hexa cy K u L apouzsomnu ayiio-gyainu CUMAIUYUJAIHU KOM-
inexcu y amoujenitiy V. Taga, xomiinexc L mooice ga ce goouje og xomiinexca K
HU30M PEeKOHCTapYKYuja qobujenux apeciiipojasarsem cumiliekca ckyia K \ L.

oka3: Heka je K \ L = {A;, Ay, ..., A} tie cy cumimiekcn A; ypehenn
onanajyhe mo aumensuju (0OQHOCHO Heka je |A;| > |A;41| 3a cBe ¢ € [n]). Heka
je Ko = K wuneka je K; = (K;_1 \ {4;}) U{V \ A;}. [a 6u nokasanu
na je Ko, K1, ..., K, nobap HU3 y3aCTOITHUX PEKOHCTPYKIIHja, JOBOJHHO je J1a
MOKaXXeMo J1a je A; TIIaBHU CUMILTEKC KoMmIutekca K;_q.

IIpBo, mpumeTuMo 11a je A; ITaBHM cuMIUTeKC Kommutekca Ky = K. YV
CYIpPOTHOM, ocTojao 6u cumiuieke B € K takaB j1aje A; C B a 0Baj CUMIUIEKC
Ou npunanao u komiviekey L jep je |B| > |A;| 3a cee i € [n]. Kako je L cum-
IUTHIU]aJTHE KOMIUIEKC, 100MjaMo 1a cuMIuieke A, Takolje mpuimamga KOMILIEKCY
L mrro Huje moryhe. Otyma, A; Moxe aa Oyie mpecTpojeH ma je mo Tephemy 3.1
KOMIUTeKC K; ayTo-IyaaH.

[IpeTnocTaBUMO MHYKTUBHO J1a je A; 1 TTABHU CUMILJICKC KOMITIeKkca ;o
OJTHOCHO J1a je u A; 1 ayTo-yajaH CUMIUTUIIMjATHH KOMIUICKC.

Axo A; uuje raBuu cumiuieke komiiekca K; 1 = (K \ {A,..., 4,1} U
{V\A;...,V\ A;_1}, Taga 6u nocrojao cumrutekc B € K;_; takaB1a A; C B.
3HaMo J1a A; He Mpumaga KoMIulekey L ma, cumiuieke B Takolje He Moxe 1a
npunana komruiekcy L. Otyna, B je cumruieke damummje K \ L Takas na je
|B| > |A;| mto Ha OCHOBY KOHCTPYKIMje 3HUM Ja je B jemaH oj cuminiekca
Ay, ..., A;_1. Mehytum, 0BU CUMITIEKCH HE TTPHITAIA]y KOMITIEKCY ;1.

Ha kpajy, kako cy K u L ayto-myanHu, mo Teopemu 2.3 gobujamo 1a je:

Ac K\LEe Ac KNAELSV\NAEZKANV\NAelL<s V\AecL\K.

Orymaje L\ K = {V \ 4, | i € [n]} ma nobujamo 1a je:

K, = (K\{Ay,..., A4, HU{V\A;...,V\A,} = (K\(K\L))U(L\K) = L.
OBoO KOMIIIETHPA JIOKA3. ]

Jlaxse, mpou3BOJbaH AyTO-AyaJIlaH CUMIUTUIUJATHU KOMIUIEKC Y aMOHjeHTY
V Moxe na ce ce mobuje o1 OUITO KOjer ayTo-ayalTHOT KoMmIuiekca K C 2V HuzoM
PEKOHCTPYKIIHja.
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Ipumep 3.1. Kommnexe Ay o) je Ha ocHoBy IIpumepa 2.4 ayTo-ayanaH y am-
Oujenty [3]. O uma camo jejan riaaBHu cuMIuieke {1, 2} u beroBuM mpecrpo-
jaBameM JO0OHjaMO KOMILTEKC ([i’]) Koju je Takolhe ayTomyanaHn y ambujenry (3]
u uMa 3 rmaBHa cumintekca {1}, {2} u {3}. Ako pekoHCTpyHIIIEMO KOMJIEKC
([i’]), npectpojaBameM cumiviekca {1} win {2} wim {3}, mobujamo KomruTeKce
Ago 3y mmu Ay 3y mmn Ayg 2y TaKBe 14 BUXOBOM PEKOHCTPYKIIMOM ITOHOBO JI0-
OMjaMO KOMILJIEKC ([i’}). Taxo 3akspyuyjemMo 1a y ambujenty [3] mocroje Tauno 4

ayTo-myanHa Kominekca Ay oy, Aoy, A3y, ([i’]).

Kao mmro cmo Buzenu y [pumepy 3.1, y3aCTOIHUM PEKOHCTPYKITHjaMa JaTOT
ayTO-IyaJTHOT KOMILIEKCA HeKaaa MO0MjeMO MCTe CUMILTHIHjaTHe KOMIUIEKCE.
3ato, ga OM aHAIM3UpPAIU PEKOHCTPYKIM]jE KOj€ MPOU3BOAE PA3IMYUTE KOM-
TIeKce, yBoauMo rnojam rpada pexoncrpykuumja (D", NG, ) (unn ykpaTko rpada
cycencrea N'G,,). Usoposu oBor rpada Cy CBU ayTO-IyaJHH CUMILIUIIMJATHHA
KOMIUTEKCH Y aMOUjeHTy [n]| a TpaHe oAroBapajy mapoBuma komruiekca { K, L}
r7e je cuMeTpryHa pasnuka komiutekca K u L jemnaka {A, [n] \ A}. dpyrum
peunMa, KomIuiekcu /X u L Cy moBe3aHU IpaHOM aKKO KOMILIEKC K Moxke J1a ce
nobuje ox KoMIiekca L mpecTpojaBameM cuminiekca A i komrieke L Mmoxke
na ce nobuje o komiuiekca K npecrpojaBamem cumiuiekca [n] \ A. Tpadosu
NGz u NG, cy npukasanu na ®urypu 11.

A

Ap

[ ]

Ao 34y

()

A2y A3 Ag 3.4
@urypa 11: T'padposu NGz u NG,.

[IpumeTnMo na Ha ocHoBY TBphema 3.2, y rpady N'G,,, ayTo-ayaaTHu KOM-
mieken K u L mory ja ce noBexy mytem jayxune |K \ L| a kao mwro hemo
YCKOPO Jia MOKa)eMo, He MmocToju Kpahu nyt koju mose3yje K u L. Takobe,
crenen usopa K rpada NG, jennak je 6pojy r1aBHUX CUMILIEKcA KoMIuiekca /X
jep peKOHCTPYKITHje TOOMjeHe IIPEeCTPOjaBambeM PAa3IMUNTUX [TABHUX CUMITICKCA
MIPOU3BO/JIE PA3TUUYNTE CUMILTUIIMjaJTHE KOMIUTEKCE.
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Tephewe 3.3. Hexa je n € IN dpoussomho.

(1) Ipoussowan iy { Ko, K1, ..., K} y 2pagy NG, roju iiosezyje kominexce
K u L je waras gajem > |K \ Llum = |K \ L| mod 2.

(2) Cse wiemive 2pagpa N'G,, cy dapue gyorcune..

Jokas: Heka je {Ky, K1, ..., K,,} HU3 peKOHCTpYyKIIKja JJOOUjeHUX MPecTpoja-
BaweM cumruiekca { Ay, ..., Ay} penom. Tana, K, = (Ko \ {A1, ..., An}) U
{In]\ A1...,[n] \ A}, a xaxo je K,, = L u Ky = K, pamunuja cumiiexca

K \ L mopa na 6yne campxana y ckymy {Ag,..., A, } mro motphyje na je
|K \ L| < m. Takobe, ako nocroju i € [m] Tako aa cumiuiekc A; Huje jenau
on cumruiekca pasnuke K \ L, taga ckyn {Aq, ..., A, } Mopa na cajpxu u cum-
wiekc [n] \ A; jep 6u y cynporaom K,,, = L canpxao [n] \ A; mto Huje moryhe.
OBo nmoka3syje TBpheme (1) a TBpheme (2) je ounrieaHa mocIeaua. L

Kaxo cy cBe netsbe y rpady N'G,, mapHe 1yKuHe, KA0 MOCIEAUILY 100MjaMo
crenehe TBpheme.

Iocaemuua 3.1. pagh cycegciisa N'G,, je buitapiminian 3a cée n € N,

®urypa 12: T'pap NG5 ca 81 uBoposa.

Amnamusza ocobuna rpada NG, Moxke 1a OTKpHUje MHOre OCOOMHE ayTO-
JyaITHAX CUMILTULM]aTHUX KOMIUTEKCA, TOCEOHO OPOj pa3IuUUTUX Ay TO-IyaTHIX
KOMILIIEKCA Y JaTOM aMOMjEHTY.
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TexHuka 1o0ujama ayTo-IyalIHMX KOMIUIEKCA METOIOM PEKOHCTPYKIIH]E HHje
MPEBUIIIEC TEXHUYKH 3aXTEBHA U MOXKE JIa Ce UCporpaMupa Ha BehuHu mporpam-
cKuX je3uka. Pamu popMmupama 6a3e 3a UCTpaXKUBAE, Y TPOTPAMCKOM MAKETY
Wolfram Mathematica koHCTpyHucaH je anopuram moMmohy kojer cy qoOujeHn
CBU ayTO-IyaJIHU CUMIUTUIMjATHH KOMIUIEKCH Y aMOUjeHTUMa JOBOJbHO Malie
KapIuHAIHOCTU. ['pad cycencrBa ayTo-IyalHUX KOMIUIEKCA Y aMmOujeHTy [5]
nobujeHux nomohy pauynapa je npukazad Ha Ourypu 12.

Ha oBaj HaunMH mo0OujeHa je Bpiio BellMKa 0a3za paslIUYUTHX ayTO-TyaTHHX
KoMIuTekca. MeljyTiM, MeTOJIOM peKOHCTPYKIHje He MOTY Jia ce MPEO3Hajy
M30MOPGHU CUMIUTULIA]ATHA KOMIUTIEKCH. Paau ontumuzaimje 1001jeHuX pe3yJi-
TaTa, y HacTaBKy he ja Oyjie OonucaH HOBM METOJ KOHCTPYKIM]jE ayTO-1yaJTHUX
KOMIUIEKCA KOjU 3HA4YajHO TMOjeHOCTABJbYj€ HHUXOBY KOMOWHATOPHY KJIaCH-

dbuxanmjy.

3.2 Oneparop KopeHa

Y OBOM OJIeJbKY YBOJIUMO o0fepailiop KopeHd, TIABHU allaT 3a JaJby aHaIHU3y
ayTO-/1yaJHUX CUMILUTULIM]aTHUX KOMIUIEKCA.

Kao mro cmo Buzenu y Tephewy 3.2, cBaku map ayTo-IyaJHUX KOMIUIEKCA y
aMOujeHTy [n] Moxe j1a ce oBeke y rpady cycencrsa N'G,, HU30M ayTo-IyaTHUX
CUMILTUIIU]ATHUX KOMIUTEKCa. Y OBOM OJIe/bKYy aHanmu3upaheMo HHU30Be KOjU
MOUHIbY ayTO-TyaTHUM KOMIUIEKCOM Af,_1).

I[IpBo yBOAUMO Ae(DUHUIM]Y CTAHIAPIHOT ,,KOMIIEMEHT ~ orepaTopa (amu-
y # [Jy
nuje ckyrmosa C™ : 22" — 22" ca:

G.1) C"(K)={[n]\A| A€ K}.

Axo 2" moemaTpamo kao hamMuInjy mapiujanrHo ypeljeHy peraiujoM HHKITY3-
uje, omepatop C" MOXEeMO MPUPOJHO a4 UHTEPIIPETUPAMO KAO CUMETPH]Y Y
OJTHOCY Ha IEHTAp MoceTa Kao IITO je mpuka3aHo Ha Purypu 13.

Hekonuko eneMeHTapHUX CBOjCTaBa KOMIUIEMEHT OINEPATOPa HABOIUMO Y
cienehoj memu panu Oynyhux pedepenim.

Jdema 3.1. Hexa ¢y K u L dpoussomre gamunuje ckyiosa y ambujeniay [n).
Otiepaitiop C" uma cregeha ceojcinisa:

(1) Axo je K C L wmaga je C"(K) C C"(L).
(2) 3aapoussonny oiepayujy © € {U, N, \} sancu C*"(KoL) = C"(K)oC"(L).

() Pamunuja K je cumiinuyujannu KoMianreKkce akko

(VA€ C"(K))(VB C [n])AC B= B e C"(K).
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@) C"(C"(K)) = K.
3) C"(2"\ K) = 2"\ C"(K).

[m]

(6) 3a cee m > n, Anexcangepoé gyan K cumiinuyujannoZ Kominexca K je

jegnax C™ (2l \ K).

Hoxka3: Cojctsa (1) 1o (3) cy emeMeHTapHe rmocieauiie 1ehUHUIN]e KOMIUIEMEHT
omepatopa. 3a cBOjcTBO (4), TOBOJBHO je 1a mpumMeTumo aa je A C B akko je
[n]\ A C [n]\ B. Oryna, pamunuja K UHBApUjaHTHA Y OJJHOCY HA MIOTCKYIIOBE
akko je pammnmja C"(K') HHBapUjaHTHA ¥ OTHOCY HA HATCKYIIOBE.

3a cBojcTBO (5), MPUMETUMO Ja j€é Ha OCHOBY CBOjCTBaA (2) pe3ynraT KOM-
mnement oneparopa C"(2" \ K) jemmax C"(2I") \ C"(K) a oumrnmemno je
C"(2ln) = 2lnl,

3a cBojcTBO (6), Mo Hedunumuju 2.1, 3HaMo 11a je AJeKCaHIEPOB Ayall KOM-
mnexca K y ambujenty [m] jemmax {[m]\ A | A € 2"\ K} a oBo je mo (3.1)
ynpaso C™ (20" \ K). O

{1,2,3,4,5}

{1’ 2, 3}‘

{4.5)

®urypa 13: Oneparop C® npumersen Ha Afs).

[IpumeTnmo ma je Ha ocHOBY cBojcTBa (5) Jleme 3.1 AnekcaHaepoB ayan
xommtekca K y ambujenty [m] Takohe jemnax 2™\ C™(K).

Jema 3.2. Hexa cy K u L cumimuyujaniu xominexcu y amoujeniay n] um > n.
Taga:
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Ako je K C 2" cumanuyujannu xominexe u L C 2" gpamunuja cxyiiosa wmaxsa
ga je K \ L cumitnuyujarnu komiiiexc waga je:

@ KNI = R\ cn(r)

Hoxa3z: Kopucrehu ocobune (2) u (5) Jleme 3.1 nobujamo:

W KUL" =2\ Cn(k U L) = 21\ (C"(K) UC™(L))

(w\cm )) N (2 Cm(L )_meLm,
(meL —ﬂW\Omem \«WUQmCm@D
@W\Cm ) U @W\Cmm) KL,

(

@KL =2\ Cn(K\ L) = 27\ (C™(K)\ C™(L))
gl (cm<K> 0@ )
= (2" \ C™(K)) uC™(L) = K" Uy C™(L). O

TBphemwe 3.2 HaM MOKa3yje /1a je CUMETPUYHA Pa3IMKa MPOU3BOJbHUX AyTO-
nyannux komiuiekca K u L'y ambujenty [n] jennaka (L\ K)UC™(L\ K). Ymecro
KoMIiekca L kopuctiheMo CUMIUTHIUjalHu KOMIUTeKe Ap,_q) = 2(n=1 koju je
ayTo-IyanaH y amOujeHty [n|. V HactaBky hemo ma aHammsupamo damunuje
CHMITTEKCA Koje ce jaBibajy kao paszmika 2"\ K 3a mpomssoman K € D",

Tephewe 3.4. Heka je K ayitio-gyanan cuminuyujaiiy KOMuneKc y amoujeHiiy
[n). Taga, pamunuja cuminexca C*~(2"=1\ K) je dog-gyanan cuminuyujannu
Komiliekce y amoujenidy n — 1].

Jlokas: Heka je A € 2"~U\ K npomssoman u B C [n — 1] takas na je
A C B. Tana, kako cuMmiuiekc A He mpurajga CUMIUIULUJATHOM KOMILIEKCY
K, cummneke B takolhe He mpuraga KoMmruiekcy K mro 3Hauu ga B mpumana
damumuju 21\ K. Oso mo Jlemn 3.1, cBojcta (3) u (4), 10Kasyje 1a je
C"1(21U\ K) cuMmumjamHn KoMITIeKc.

Jla Ou mokaszanu Ja je oBaj KOMIUIEKC MO/-/1yaliaH, IpoBEeprUMO cBOjCcTBO (1)
Teopeme 2.3. Heka je A C [n — 1] cumruieke TakaB jia A U HEroB KOMIUIEMEHT
[n—1]\ A npunanajy bamumuju C" 1 (2"~1\ K). Axo npumennmo kommaemenT
omepaTop Ha HHKIy3Hjy { A, [n—1]\ A} c C"~1(2["~U\ K), kopucrehu cBojcTBa
(1) u (4) Jleme 3.1 gobujamo {[n — 1]\ A, A} c 2"\ K, mro ummmummpa
na cumiuieken A u [n — 1]\ A ve npunanajy K. Kako je K cummmnujanau
komruieke, 1o 3Haun ga AU {n} u [n — 1]\ A = [n] \ (4 U {n}) Taxohe He
npunazajy komruiekcy K mro no Teopemu 2.3 mpOTUBYpEUU MPETIOCTABIM J1d
je komruiekce K ayTo-ayanaH y aMOujeHty [n]. L

OTyna, CBAKOM ayTO-IyaTHOM KOMIUIEKCY Y aMOHjeHTy [1n] MoxkeMo 1a 10-
AETUMO MOJI-IyaTaH KOMIUIEKC y ambujeHty [n — 1].
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Hedunumuja 3.1. Oiepaitiop kopena je ipeciuxasarve +/ : DM — Spr-1l Koje
gedpunuwemo ca:
VE =gl K).

[Tpumerumo na, umajyhu y Buay cBojctBo (6) Jleme 3.1, kOpeHU KOMIUIEKC
ayTO-1yaJTHOT CUMIUIMIIM]AJIHOT KOMILIEKCA y aMOUMjeHTY [n] MOxkeMo j1a mocMa-
TPAMO K40 HberoB AJIEKCAH/IEPOB Iyall y MambeM aMOujeHTy [n— 1. Jlokazahemo
J1a je 0Baj olepaTop OMjeKTUBAH TaKO IITO heMo /1a KOHCTPYHUIIEMO HETOB UH-
BEP3HU OIEPATOP.

Axo y3memo y 003up TBpheme 3.2, KOMIUIEMEHTApaH CKYI MOA-1yaTHOM
KOMILIIENKCy y am6ujenty [n — 1] Tpeba na Gyme obmuka 2"~ \ K 3a nexn
xommtekc X € DM, Opa oncepBamuja Ham omoryhasa ga (hopMyJTHIIEMO
crenehe TBpheme.

Tephewe 3.5. Axo je K dipouszsoman iog-gyanran cumiiuyujainu KOMIaIeKe y am-
oujeniiy [n — 1], waga, pamunuja L = (2["—1} \ C”_l(K)) U Cn(cn 1( )) je
Ayo-gyanan CUMIIUYUJATHU KOMIIEKC Y AMOUjeHTTLy [n]

Hoxka3s: Kao y noxasy Tephema 3.2, xaxo je Ap,_y) = 201 ayro-nyaman y
aMOMjeHTy [n], TOBOJBHO je /1a MOKaXeMO J1a KOMIUIEKC L Moke [1a ce 1o0uje o/
Komriekca Ap,_ ) IPeCTPojaBambeM CUMILIEKCa KOjU Ipumnanajy ckymy C"~ YK).
Ipso, npumernmo xa je C* (C"1({A4})) = {[n]\([n—1]\ A)} = {AU{n}}.
Heka je C"(K) = {[n— 1]\ A1,...,[n— 1]\ Ax} rneje |Air1| < |A;| 3a cBe
Tana, komriekcu K; cy o0muka:

K= (27 {[n— 1\ Ay, [n— 1\ A} U{A U{n},... A U{n}}.

[Mokaxxumo n1a je cumruiekc [n — 1] \ A; rmaBHu cumrmieke komrutekca K;_q
uHaykuujom. Hapaso, cummtekc [n — 1]\ A; npumaga kommmnekey K; ;. Kako
je A1 = 0, umamo na je [n — 1]\ Ay = [n — 1] a 0Baj cUMIUIEKC je jeMHU [TTABHU
cumiuieke komiuiekca Koy = Ap,_qy. IIpernocrasumo na [n—1]\ A; Huje rnaBHu y
K;_1 onmHocHo 1a nocroju cumiuieke B € K; takasnaje [n—1]\ A; C B. Kakoje
K cumrmmunujarau KoMrutekc, mo Jlemu 3.1 cBojcTBo (3), CBU CUMIUIEKCH CKyIla
2"~ koju campike cuMmImteke A; Mopajy ma MpHUmanajy GaMIIMjU CHMILIEKCa
[ =1\ Ap,. ol — 1)\ Ay} jep e B > [[n]\ A > [[n] \ 4] sa cue
j € [i—1]. Oryna B & 2"V o 3naun 1a cummnekc B, 1a 61 610 HaICHMIIIEKC
cummuteca [n— 1]\ A;, mopa na 6yxne jenan ox cummexca { A U{n},..., A;_1U
{n}}. Axo je, na npumep, B = A; U {n} omsocno [n] \ A; C A; U {n} 3a nexo
Jj < i, nobujamo na A; O [n] \ (4; U {n}) a nowrto n ¢ A; nobujamo na
A; D [n—1]\ A,. Kako A; € K nobujamo na [n — 1]\ A; npumaia KoMIUIekcy
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K. Makne Aj n [n — 1] \ A; npunanajy xomruiekcy K amu 1o mo Teopemn 2.3
MPOTHUBYPEYH MPETIIOCTABLM /1A je KOMITIEKC /X MOoJ-1yalaH.

Otyna, A; je TTaBHU CUMITIEKC KoMIUTekca K; 1 To Ha ocHOBY TBphema 3.1
JOKa3yje 1a Cy CBU KOMIUTEKCH K; ayTo-IyanHu y amOujeHty [n|, ykbyuyjyhu u
Ky = L. O

[TperxonHo TBphewme Ham omoryhasa ga AePUHUIIIEMO HOBU OMIEPATOP.

Hedunnunuja 3.2. Oiepaitiop nHagepagre je ipeciukasarse A : Spl=1 — plnl
Koje geghunumiemo ca

AK = (21 i (K)) u Ccr(C"TH(K)).

Cummmunujanaua koMimieke AK hieMo 1a 30BeMo yaTHa Haarpaama KOM-
mwiekca K. Kacuuje y ITornasspy 3.3 he na Oyay gate HOBe, BEpOBATHO €JIETaHT-
HUje BapujaHTe oneparopa y/ u A.

[okaxumo caga ga je A : SD" 1 — D ynpapo unsepsuu oneparop
oreparopa /.

Hexa je K € D" mpoussoman. Kopucrehn tephema Jleme 3.1, nobujamo
crenehu HU3 JeTHAKOCTH

Ao V(K) = A(Cm L2\ K))
= o (e ) u et e (e el K))]
= (21 @2 ) U e @ K)
— (K n2Tyucr @ K).

Kaxo cy kommmiexen 2"~ u K ayTo-nyamnu y aM6ujeHTy [n], Ha ocHOBY Teopeme
2.3 umamo Ja je:

Accr@r\K)e n\Ac2 U\ K o ([n]\Aec2l AR\ A¢K)

s Ag2 A NAcK) e Ac K\ 21,
Otyga C*(2""1\ K) = K \ 2"~Y na no6ujamo na je:

Ao (K)=(Kn2-yu (K \ 21 = K.

Jakie, kommo3uija A o y/ je HISHTHYKO MPECTHKABAE.

[Mpe HEro MTO UCTPAKUMO KOMITO3UIIH]Y /0 A, IOKAKMMO jOLII ITAp CBOjCTABA
KoMmIuieMeHT onepatopa C”.
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Jema 3.3. Hexa je K C 2" apoussomna pamunuja cxyiiosa. Taga, 3a ceaxo
m > M 8adicu:

(1) CmoCM(K) ={AU(m]\[n]) | A€ K},
() C"oC™oC" = C".

Hoxa3: [Tomohy nepununuje (3.1) nodujamo:

1) C™(CY(K)) = {[m]\ ([n]\A) | A e K} = {[m]\ ([m]\ [(AU([m]\[n])]) |
Ae K} ={AU(m]\[n]) | A€ K}.

(2)C"o (C™oCY(K)) = {[n]\ (AU([m]\[n])) | A € K} = {([n]\ A) N ([n]\
gn]\[n])) |Ae K} ={([n\A)N[n] | A€ K} ={[n\A| A€ K} = C"(K).

Cana, veka je K € 8D
jamo:

"1 ipoussosban. Kopucrehu Jleme 3.1 u 3.3 106u-

Vo A(K) =C (2 A(K)) = 2\ e (A(K))
=21\ (2T e (K)) u e (CTTHK))
=20 [er (2 el (K)) u et (e (et H(K)) ]
= 2=t 2=\ ¢ (e (K)) U Cm (K]
= 2=\ [(2\ K)u Cc" T (K)]
= [271\ 2N K] N 2l (K]
= KNk =K.

[Tocnenma jeqHakoCT Baxu jep mo Jdepununuju 2.3 koMIiekc je K MoTKOM-
mekc komrnekca K "1,

Cyma cymapym, noounu cmo cienehe tepheme.

Tepheme 3.6. Oiiepaitiop kopena / : D" — Splr—1 Jje oujexiiusan a roemy
ungepsnu je ofiepaiiop nagepagree A\ : S — D,

Crneneha TeopeMa je MOMEHTAIIHA MOCIEANIA TPETXOIHOT TBphema.

Teopema 3.1. Bpoj ayimio-gyamnux CumMiauyujarHux Kominexkca y amoujeniay [n)
JegHax je b6pojy Hog-gyaiHux CUMIUYUjaIHux Komitiekca y amoujenidy n — 1].

Jlakie, CBAKU ayTO-[AyajJaH CUMIUIMIMjATIH KOMIUIEKC y aMOujeHTy [n] Mo-
KEMO J1a JI0OUjeMO HaIIPaltbOM MOJI-yaJIHUX KOMIUIEKca y ambujenty [n — 1].
Jom jeqHa KOMOMHATOPHO 3aHUMJBMBA MMpuMeHa Teopeme 3.1 he ma Oyzae nata 'y
ITornmasby 5.
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3.3 T'eomerpujcku onuc oneparopa / u A

V 0BOM 0/IeJbKY ajeMO eJIeTaHTHHjU OMUC omeparopa / u A momohy KoH-
nemnata yBeneHux y [lornmassmpy 1.2.

HpBO HaBOJHUMO HOBY KOM6I/IH3.TOpHy TCXHUKY 3d HAJIAXCILE JIMHKA ITPOU3-
BOJbHOT CUMILICKCA Y 1dTOM CPIMHJII/IHI/IjaHHOM KOMILJICKCY.

Jdema 3.4. 3a gaitiu cumiinuyujannu xomiinexe K C 2V u dpouzsoman cumiinexc
A € K, womrxominexc Lk(A) opmupajy ceu cumitnexcu B € K koju ne cagpace
cumiinexc A wareu ga je AU B € K.

Hoxka3: Kopucrehu depununmjy 1.5 nodujamo cnenehn HM3 eKBUBAICHITH]A
B e Lk(A) < B e Nh(A)\st(A) < B e Nh(A) A B &st(A)
SBCFAFest(ANALB< BCFNACFAFEKNAYCB
S BUACFANFe KNAYB.
Oryma, Lk(A) ={Be K |AZ B,BUA € K}. O

Tephewe 3.7. 3a upoussoman ayiwo-gyaran kominexe K y ambujeniny [n) sasrcu:

VE = Lk({n}).

Jlokas: Hexa je K C 2™ ayro-myanaH CUMILTHIMjaTHE KOMIITEKC U HeEKa je
A € /K mnpousBorman cumiviekc. Tama, mo Hebununuju 3.1, cummiekc A
npunana kommiekcy C"~1(2~1\ K) ma je o6muka [n — 1]\ Braeje B C [n—1]
u B ¢ K. Kako je xomruieke K ayro-myanan y ambujenry [n] u B ¢ K, no
Teopemu 2.3 cumiuiekc [n] \ B npunaja CUMILIMIMjATTHOM KOMIUIEKCY K 1mTo
3HAYM 4 U BeroB nmoTcuMiuieke [n — 1] \ B = A takohe npumaga K. Kako je
A C [n — 1] o He cagpxu Bpx {n}. dakiue, cummuiekc A je takaB ma {n} Z Au
AU{n} = (n—1]\ B)U{n} = [n]\ B € K wro no Jlemu 3.4 ummuuupa 1a
A € Lk({n}). Oryna K C Lk({n}).

Heka je A € Lk({n}) npoussospan. Taua, Ha ocHoBy Jleme 3.4, A je cum-
wieke komruiekca K takapa {n} € Aum AU{n} € K. Kaxo je K ayro-nyanan
y ambujenty [n|, mo Teopemu 2.3 cummekc [n] \ (AU {n}) = [n — 1] \ A ue
npunana kommnekcy K. Oryna, [n — 1]\ A € 27U\ K a no jexnaunnu (3.1)
no6ujamo na je A € C" 12U\ K) = /K. Haxne, Lk({n}) C /K. O

Cajta HABOIMIMO HOBH OITUC OMEpaTopa Haarpamhe A.

Tephewe 3.8. Axo je K dipouszsoman iiog-gyanran cumiauyujainu KOMIaIeKce y am-
bujeniniy [n — 1], waga
AK = KU uCK

2ge je konyc CK gobujen ciiajarvem kominexca K u komiinexca A,y .
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Jlokas: Hexka je K npou3BosbaH MOJI-lyaiaH KOMIUIEKC y amOujenty [n — 1]. Tlo
Hedununumju 3.2, cummmuiyjanau kommieke AK je obnuka:

(21U ¢ (K))u C*(CH(K)).

Ha ocHoBy JIeme 3.1 (cBojcTBO (6)), mpsu seo yuuje 20"\ C"~1(K) je ynpaso
Kn=1 , Anekcanaepos ayan komiuiekca K y ambujenty [n—1]. Ipyru neo yHuje,
C"(C" }(K)) je Ha ocHoBy Jleme 3.3 3anpaso pamumuja {AU {n} | A € K}.
Ha xpajy, kako je K mox-myamad y ambujeHty [n — 1] ognocro K C K (=1,
ayTo-ayanaH komiuieke A K MOXEMO J1a MpeACTaBUMO Ca:

AK = K u{Aau{n}|Aec K}UK
=K1 u{Au{n}|Ae KYU{AUD|Ac K}
= KM YUK «{0,{n}} = K" VUK  Ag,y.

O

Hakne, u onepatop A uma jerHocTaBHy dopmy. IlpumeTnmo na, kaxo je

K C K, nyanna Haarpaama KoMIuekca K 0THOCHO CUMIUTHIIMATTHA KOMILTEKC

K1y CK uma TeOMETPH]CKY Pealn3alijy Koja je XOMOTOICK! CKBUBAJICHTHA
dakrop npoctopy || K[| /|| K]|.

3.4 KomOMHATOpHA CTPYKTYpa ayTO-AyaJTHUX KOMILIEKCA

V 0BOM 0/1€JbKY J1ajeMO TeHepaHuje Bep3uje pyHraMeHTaaHux penamuja 3.7
1 3.8 Koje cy MOroiHMje 3a MPAKTUYHY IIPHUMEHY.

[ToTcerumo ce ma nmo Hepununuju 1.4, amOujeHTH U30MOPGHUX CUMILIN-
[IUjaTHUX KOMIUIEKCA MOpajy Ja Oyay McTe KapAWHAHOCTH. Pamu moromHuje
aHaJM3e, MPETIIOCTABIba Ce JIa Cy AMOUjeHTH MUHUMATHU.

Hexka je K mpou3Bo/baH CUMIUTHIIMJAJTHU KOMIUTEKC y aMOujeHTy V' re je
|V| = n. Tana, 3a npousBosbat Bpx {v} € V mocroju 6ujextmja 7 : V' — [n]
koja v npecnukasa y n. Oryna, m(K) = {m(A) | A € K} je cummummuujanau
KOMIUIEKC Y aMOujeHTy [n| koju je usomopdan kommiekcy K. Tama, KOMIUIEKC
K je mop-nmyanan (ayTo-myanan) y ambujeHty V, akko je komruiekce 7(K) mo-
AyasaH (ayTo-myanaH)y amOujeHTy [n]. OBa omcepBariija Ham omoryhasa a cBe
pesynrate Ilornasipa 3.2 u 3.3 koju Baxe 3a kommneke 7(K) C 2" mpenecemo
na kommekc K C 2. Takobe, mpoussosban Bpx {v} C V moxe na onurpa
yJIOTY HCTAKHYTOT BpXa N.

Hocaequua 3.2. Hexa je K ayimio-gyanran xomiinexc y amoujeniiy V. Taga,
3a apoussomno {vy C V, cumitnuyujarnu xominexe Lk({v}) je iog-gyanan y
ambujeniay V' \ {v}.
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Jlakiie, KOPeHH KOMILUIEKC ayTO-AyaTHOT CUMIUTUIIN]ATHOT KOMITIEKCA MOKE
Ja Oy/e TMHK OMJIO KOjeT lheroBOT TEMEHA.

Hocaenuua 3.3. Axo je K iiog-gyanan komiinexc y ambujeniiiy V, iwiaga KYUCK
Je ayimo-gyanan cumiauyujarnu Kominexc y amoujeniuy VU {v}, dpu wom je
CK = K * Ay 3a tpoussonno v & V. Cieyujanno, axo je K ayiio-gyanan
y ambujeniiiy V- u v € V, maga cumiinuyujannu komineke CK = K x Ay, je
ayimio-gyanan y amoujeniy V U {v}.

Jloka3z: Axo je K C 2V ayro-myamaH Taga je meroma IyalgaHa HaArpalmba
CHUMILTHIIN]aJTHH KOMILTEKC:

kVUK*A{U}:KUK*A{U}:K*A{U}.

0
Caja HaBOUMO TeOopeMy Koja HaM Jaje HOBH YBUJ Y Y KOMOMHATOPHY CTPYK-
Typy ayTO-IyaTHUX CUMILTUIUjATHUX KOMILIEKCa.

Teopema 3.2. Ako je cumiinuyujannu kominexkce K y amoujenitiy V- ayiwo-gyanan,
iwaga, 3a céaxo {v} C V eagwcu:

K =1k({o}) " UCLK({v})

age je CLk({v}) = Lk({v}) * Agy.

Joka3s: Heka je K C V ayro-myanan u Heka je |V| = n. Tanga, 3a mpou3BOJBHO
v € V nocroju 6ujekumja 7 : V' — [n] taksa na je 7(v) = n. Kako cy no
Tsphewy 3.6 oneparopu / u A jenan qpyrom uaBep3uu a komruieke 7(K) ayro-
nyanat y amGujenty [n], nobujamo na je m(K) = Ao \/(7(K)). Kopucrehu
TBphemwa 3.8 u 3.7 3akspyduyjeMo 1a je

r(K) = LE((n)) U (Lk({n}) * Agny).

AKO Ha MPETXOJHY jeTHAKOCT MPUMEHUMO CUMILTUIMJATTHO MMPECIUKABAHE
— V\{v}
7! nobujamo na je K = Lk({v}) U CLk({v}). O
Cnenehu mpumep je nobpa uimycrpamuja Teopeme 3.2.
2k+1]\ -
IIpumep 3.2. Kao mTo cmo ce yBepunu y Ilpumepy 2.2, KOMIUIEKC ([ 1: }) je

ayro-fayanan y ambujenry [2k + 1]. Axo momohy Jleme 3.4 mMOTpa)uUMO JIMHK

remena {2k + 1} y xommnexcy (**) noGujamo:

Lk({2k+1}) = {A C[2k] | AU {2k + 1} € <[2k:l:— 1])}
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—{AC2K] | |[AU{2k+1} <k} = (kp_k]l)'

[To IIpumepy 2.1, 3Hamo 1a je (,[f_k}l) = (216—([13-@1)—1) = ([2:]). Cnajamem

cummumjansor kommiekca ([2) ca kommuexcom A1y = {0, {2k + 1}}
no6ujamo paMIIHjy Koja caJpiKu CBe MOTCKYIOBE cKyma [2k+ 1] kapauHaTHOCTH
HajBHIIE k 1 KojuMa eneMeHT 2k + 1 mpumnaga. Tako mobujamo 1a je:

Lk((2k 7 1) U CLE({2k + 1})

_ [[2K] [2k] +1 ~ ([2k+1]
= ( f UsAe I |2k+1e Ay = i :
3.5 KomOunaropHa kjiacupukanyja ayTo-1yajaHuX KOMILIEKCa

Anammzom Teopeme 3.2 MOXEMO J1a 3aKJbYUHUMO J1a je CBAKH AyTO-TyaTHU
CHUMILTHIIN]ATHU KOMILUTEKC Y aMOHjeHTy V MOTImyHOo onapeleH TMHKOM OHITO KOjer
TeMeHa v € V. Y OBOM IIOIJIABIbY, IUHK TeMeHa {v } y KoMIutekcy K o3HagaBamo

ca Lk ({v}).

®amunuje SP" Y u DI moxkemo 1a moemaTpamo kao kaTeropuje y kojuma
cy Mmopu3mMu KOMOMHATOPHE EKBUBAIICHIM]E OHOCHO M30MOP(PU3MHU CUMILTH-
[IAjaTHIX KOMILTEKCA.

Hexa cy K, L C 2I" npoussomsuu xommexcu pamunuje D um @ K — L
uzomopduzam. Taga MOkeMO J1a AeUHUIIIEMO CUMILTUIIU]ATHO MPECTUKABAHE
V7 1 /K — L Kao npocry pecTpUKIHjy MPECIUKaBalkba T HA TMOTKOMIUIEKC
VK = Lkg(n). Mebhytum, ciuka npecnvkaBama /7T He Mopa aa Oyae /L
OJIHOCHO JIMHK TeMeHa {n} y komiiekcy L. Otyna, 1a 6u nedunucanu GyHKTOp
/, MOpAaMOo J1a ce OTPaHUYNMO Ha ITPECTUKaBaba KOJUMa je TeMe 1 (PUKCHA TauKa
aJi OBO HHje J00PO 3a MpakTU4He MprMeHe. Ha mpumep, TMHKOBU TeMeHA 1 Y
KOMILTeKCHMa A, 1] 1 App 1y ¢y peoM {0} 1 Ap, f1,0} K0ju HECY H30MOp(HHU
CUMIUTAIIU]a]THA KOMIUIEKCH.

Ortyna, ornepaTop y/ HE MOXKe Jia MOCIyXu Kao jodap GyHkTop. 3a cana
MOXKEMO J1a TBPAUMO Jia akoje 7 : K — L uzomopdusam, uv € [n] npousBosbHO,
TaJla je peCTPUKIHNja MpeciaukaBama m, : [n]\ {v} — [n]\ {7(v)} usomopduzam
cummutunnjanaux Komrwiekea Lk ({v}) u Lk ({7 (v)}).

[IpumeTuMoO J1a omepaTop KOpeHa UMa CIMYaH MpoOJIeM Kao U KIacH4aH
KOPEH Ha CKyIy KOMIUIEKCHUX OpOjeBa KOJU C€ KATErOPHIIE Kao ,,BUIIC3HAUHA
dyHkmja’”.
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Heka cy cana K u L nmoja-ayajiHy CUMIUTMIIM]ATHU KOMIUICKCH Y aMOUjeHTY
[n — 1] u veka je m : [n — 1] — [n — 1] usomopduzam xommiekca K u L.
Jedunuiremo mpecnukaBatmbe Am : [n] — [n] ca:

Aw:{ m(v), v € [n—1],

n, v=n.

IMokaxumo 1a je Am msomopdpuszam komruiekca AK = K1y K % Ay

u AL = L1 U L% A{n}. IIpBo, Ha ocHOBY Jleme 2.2, mpeciuKaBame T
je m3oMopduzam KoMILIeKca Kn=1 gy zn-1, Otynma, ma Ou gokKazaid Ja je
Am w3omopduzam kommiekca AK u AL, 10BOJBHO je Aa MmoKaxeMmo 1a je Arm
m3oMopdusam komrekca K * A,y u L x Ag,y. Heka je A C [n] npousBorbaH.
Axon ¢ A, cumruieke A npunajga K akko Am(A) = m(A) npunaga KOMILIIEKCY
L (jep m : K — L je usomopduzam) mto gokasyje na A € K x Ay, akko
Am(A) € K * Ag,y. Axo n € A, cummexe A npunaza kommiekey K x A,y
akko A = BU{n} 3a wexu B € K. Kako je 7 : K — L usomopdusam,
IIPETXOHO je eKBUBAJIEHTHO YCI0BY 1a m(B) mpumamga KOMIUIEKCY L OHOCHO
na (B) U {n} npunaga kommiekcy L * Ag,y. Otyna, A = B U {n} npunazna
K * Apyy akko m(B) U {n} = An(B U {n}) = An(A) npunaga KoMILIeKCY
L % A{n}.

OBUM cMO J10Ka3aJIM Ja Aujarpam:

K = L
1 {
AK AT AL

KOMyTHpa U 11a je AT uzomopduzam.

Jlakie, mpecnvkaBambe A MOXEMO [a MMOCMaTpamMo M Kao KOBapHjaHTaH
(yHKTOp M3 KaTeropuje MoJ-AyaJHUX CHUMILIMLIUJATHUX KOMIUIEKCA Y amOu-
jeHty [n — 1] ca u3oMopdu3MIMa y KATErOpHjy ayTO-IyaTHUX CHMILTUIAjATHUX
KOMIUTeKca y aMOujeHty [n] ca uzomopdusmumMa. OBUM CMO TOKA3AIIU TTIABHY
TEOpeMy OBOT MOTTIABIbA!

Teopema 3.3. Ayitio-gyannu cuminuyujarnu kominexcu K C 2V u L C 2V, 2ge
je V| = |W/|, ¢y kombunaitiopno exsusanenitinu akko iocimioje epxosu {v} € K u
{w} € L wmarsu ga cy Lkg ({v}) u Lk, ({w}) kombunaiwopno exeusaneninu.

[IpeTxoaHa Teopema 3HA4YajHO IMOjeTHOCTABIbYj€ KOMOMHATOPHY Kitacudu-
Kalujy ayTo-IyaTHUX CUMIUTMLIM]aTHUX KoMIutekca. CTaHgap/iHa MpoBepa KOM-
OMHATOpPHE €KBUBAJIEHTHOCTH MOIpa3yMeBa IIpoHalaKehe OUjeKIrje aMOujeHT-
HHUX CKYITOBa Koja 3a10BoJbaBa Jlepuurmjy 1.4. AKo je KapIUHATHOCT aMOMjeHTa
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n, moctoju n! noreHuujanHux oujexuja. Kako nmunk remena {v} ve caupxu {v},
Teopema 3.3 cMmamyje 6poj noreHuumjanHux oujekuuja Ha (n — 1)!. Hapasho,
HajIpaKTU4YHHUje je Hahu BpX JaTOT ayTo-IyaaHOT KOMIUIEKCa YHjU JTUHK UMa
HajMamU OpOj TEMEHa M YIIOPEIUTH ra ca JIMHKOM BpXa JIPYror KOMIUIEKca ca
UCTUM OPOjeM TeMeHaA.

Teopema 3.3 Ham Ttakohe omoryhasa ma epukacHO OApPEIUMO CBE HEU30-
MopdHe ayTo-ayanHe Komiuiekce y ambujerty [n]. Ilo Teopemu, 10BOJbHO
je ma ompeaumMo Hem3oMopdHe Moa-ayaiHe KOMIUIeKce y ambujeHty [n — 1] a
HEM30MOPGHU ayTO-TyaTHU KOMIUIEKCcH he ma Oymy mely BbUXOBUM AyaTHHUM
Haarpaamwama. [lpu tom, Teopema 3.3 He rapaHTyje 1a ce AyallHUM HaJarpai-
BbaMa HeM30MOPGHUX MOI-AyaTHUX KOMIUIEKCA 100ujajy Heu30MOpGhHU ayTo-
nyannu kommeken. Ha npumep, o Tephemy 2.1, KoMIuekcu ([g}) ={0}u ([f])
cy mojayanHu y amOujenty [3] u Hucy nuzoMmopbHu. MehyTum, mUXOBe TyaHe
HaJIrpaiibe

A<[§]> B @) & | ([g]) ‘Mg = ([g}) O,
(3]

(- () ()

— (3] = |

(i ()= () sten)o ()

= (E’]) U {{1,2},{4},{1,4},{2,4}} = <{1’§’4}) u {{3}}

cy u3omMophHU cuMIUMIMjaHU KoMruiekcu. Otyaa, KoMOMHATOpHOM (huii-
TpAaIjoM HEM30MOP(PHHUX MOI-TyaTHUX KOMIUIEKCA BPIITUMO CaMO JIETUMUYHY
KOMOMHATOPHY (GUITPAIN]Y BbUXOBUX TyaTHUX HAITPATEHH.

ITpumep 3.3. V I[Ipumepy 3.1 je mokazaHo ja Cy jeIMHU ayTOL1yaJTHU KOMIUIEKCH
y ambujenty [3] komruzeken Agi o g fiy, ¢ = 1,2,3 U KOMILUIEKC ([i’}). Oryna,
TOJT-/TyaJTHUA KOMILIEKCH y aMOujeHTy [3] cy MOTKOMILIEKCH KOMILIEKca (haMUIHU-
je DBl uto Ayrae A € ([g]) 3ajeTHO ca KOMIUTIEKCHMa ([3}\1{2}) roet = 1,2, 3.
Mebhy muma, Hem30MOphHHU CY:

Ko = {0}, Ky = Ay, Ky = @) ey = ([i’]),m _ Apa.

Kao mro cmo Beh Bumenu, jayanHe Hajarpajme koMmiuiekca Ky u Ky cy
n30Mop(hHE KOMILIEKCY ([g’}) U {{4}} Jasbe, myallHa HaaArpaImba KOMIUICKca

K je cuMITTUIIN] A THH KOMJITEKC:
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— [

3
) U{l} UApy

—
Ay =ABpy UAm * Ay = (0

—— B

= ((3) \{{2,3}}) UApay = ((2) \{{2’3}}) U A

2,3,4
= A{1,2} U A{Lg} U A{174} = <{ 1 }) * A{l}

Komruteken K3 u Ky cy ayro-nyandu y am6ujenty [3]. ITo IMocnemunn
3.3 BUXOBE JyaHe HAATPAIHbe Cy PEIOM CUMIUIMIN]aTHH KOMILIEKCH A([i’}) =

() % Ay mAA @2y = Aoy * Ay = Aprogy.

Kako cy, AK; u A K3 n3oMopdHM CUMIUTULIU]ATTHA KOMITJICKCH, 3aK/by4YjeMO
na y ambujenty [4] mocroje Tpu HemsoMopdHaA ayTO-IyalHa CUMIUTUIIUjaTHA
KOMIUIEKCA KOju cy mpukazanu Ha Ourypu 14,

QAK

3] U A{4} [ ] >|< A{4}
CDI/Il"ypa 14: HeI/ISOMOpCl)HI/I 4dyTO-AyaJTHU KOMIIJICKCHU Y aM6I/IjeHTy [4] .

ITpumep 3.4. He uzomopdhuu noa-ayanHu CUMIUITULIM]ATHE KOMIUIEKCH Y aMOu-
jenty [4] cy norkommiexeu xommnekca (I2) U {{4}}, (¥) x Ay u A u 10
cy:

o= 015 = 20,05~ ().t = (B ().

Ky = (@) * Ay, Ky = ([2]) Ks = K5 U {{3}}, Ko = K5 U {{3}, {4} },

KlO = K6 U {{4}},K11 = K7 U {{4}},K12 = Kg * {4},K13 = A[3]

AHaJI0THO MPETXOAHOM puMepy, KopuiithemeM Jleme 3.2 Moxemo 12 u3pauyHaMo
IUXOBE JyaliHe HaaArpaame. Tako 1o0ujamo ayToayaaHe KOMILIEKCE:
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1 * 8A{4 5} U A
2] * aA{g a4 U 8A[2] * A{g)} U A{g 4} = K

2

®urypa 15: Heusomopduu ayTo-1yaiHu KOMILIEKCH y ambujenTy [5].

AKy ~ AK; =~ ([;l])U{{E)}},AKl ~ AKg ~ AK)| ~ (([2]>u{{4}}>m{5},
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3,4 P

AKs ~ MKy ~ <[i’]) ¥ <{4i5}) U Ay, AK, = ([g])

3]

AK5 ~ AK12 = <[1

) * A{475}, AKlg = A[4]

Jakie, y ambujeHty [5] mocroju 7 HEM30MOP(HHUX AyTOAYATHUX CHMILTHIIN-
JaTHUX KOMIUTIEKca MpuKa3aHux Ha @urypu 15.

3.6 f—BeKkTOpH DyaJHUX HANTPATHH

CBaKOM CHMIUTHIIH]jATHOM KOoMIUTeKkcy Ky aMOujeHTy [n| MoxeMo ma go/e-
mumo Bektop f(K) € IN" koju HasuBamo f—Bektop (enr. face vector). OBaj
BEKTOP OPOjU CUMIUICKCE KOMILIEKCca /X UCTe AMMEH3H]e OJTHOCHO:

(3.2) F(K) = (fo. froe s fu) fi={A€ K | dimA =i—1}|,i=0,1,...,n.

CBY CUMIUIMUMjAJTHM KOMIUIEKCH OCcMM Komiuiekca K = () cagpyxe nmpasan
CUMILIEKC Te je Kox mux fo = 1. Koopmuuara f; mpencrasiba Opoj BpxoBa,
KOOp/MHATA f5 MPe/ICTaB/ba OPOj jeTHOIMMEH3MOHAITHUX CUMITICKCa UTI. Taa,
OjnepoBa KapaKTepUCTUKA KoMIUIeKca K ce paduyHa momohy ¢popmyire:

n

(33) X(K) = (=)™ f

i=1

Hekomnuko jennocraBHux ocobuna f—Bekropa u OjaepoBe KapaKTePUCTHUKE
cy narte y cnenehoj meMu.

Jlema 3.5. 3aupoussosmie cuminuyujanne kominexce K u L y ambujenitiy [n] easicu
gaje f(KUL) = f(K)+ f(L) — f(K N L), witio umitnuyupa ga je Ojieposa
kapaxiepuciiuka X (K U L) = x(K) + x(L) — x(K N L).

Axo je K cumiinuyujannu komiinekc u L C K dpoussomna pamunuja ckyiosa

maga je f(K\ L) = f(K) = f(L).

Heka je K C 2" cummmmmmijannam kommoreke ca u Heka je (fo, fi, ..., fn)
weroB f—Bekrop. IlpuceTumo ce 1a je Ha ocHoBy Jleme 3.1, AjlekcaHepoB aya
CUMIUTHIHMjaTHOT KoMmiuiekca K y amGujenty [n] jenmax 2" \ C*(K). Oryna,
aKO MOTPAXUMO [ —BEKTOP KOMILIEKCA K nobujamo:

FIK) = f(2"\ C(K)) = f(2M) — F(C"(K)).
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Mo dedunnumju (3.1) 3namo na je C*(K) = {[n]\ A | A € K} na, i—ra
xoopauuata Bekropa f(C"(K)) (xojy osmauasamo ca f(C"(K)),) je jennaxa
Opojy cumrutekca Gpamuuje C™(K) KapJMHATHOCTH 7 & TO je yrpaso f,_;. Tako
nobujamo aeo (1) ceneher TBphema.

Tepheme 3.9. 3a apoussowan cuminuyujanru xkominexe K C 2" ca f—eeximopom
(fo, f1,- -+, fn) sasicu ga je:

1)) f(l?)Z = (7;) — fn_izaceei=0,1,...,n.
@) X(K) = (=1 (X(K) = fo) = fu+ L.

‘ W oy X(K), n=1 mod 2,
(3) Axoje ) # K C 2™, @waga je x(K) {_X(K)+2, n=0 mod 2.

Hoxka3: 3a tBpheme (2), ako uckopuctumo TBphewme (1), modujamo HU3 jer-

HAKOCTH: Zf ®) Z (—1)i+! ((7;) — fn_i)

=1

--> (“) DICIZSERES B CIED DEIRS

=0

:1_( ]_—l—l n-i—lz nH_lfnz—]-‘l‘ n+1z H_lfi

n

=1+ (C1)" o+ ()" (DT (<)

= ()" (X(K) = fo) = fu+1

Tephewe (3) cnenu u3 TBphema (2) jep f—BEKTOP CHMILTHIH]ATHOT KOM-
miekca ) # K C 2" je takaB maje fo = 1u f, = 0. 0

Iocnenuua 3.4. Ojreposa kapaxiiepuciiuka aymio-gyianux KOMiaieKca y amou-
Jeniny tiapne Kapgqunaanociiu je 1.

Y HactaBky hemo jja aHanmu3upamo f —BEKTOPE JlyaJTHUX HAJATPaIibH.

Tephemwe 3.10. 3a apoussowan iog-gyanan kominexe K C 21 gaorcu:

1, i=0,
(1) f(AK)Z: (nzl)_fn—l—i_‘_fi—la Z.Zla"'an_]w
0, +=n.
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1, n=0 mod 2,
(2) X(AK)—{ —2x(K)+3, n=1 mod 2.

2_g€j€ f(K) = (fo, fl, ey fn—l)-

Jloka3: Heka je 0 # K C 2"~ pop-nyanan cuMImMuujaaHi KOMILIEKC U
Heka je f(K) = (fo, f1,..., fa—1). Coajame xoMiutexca K 1 kommnekca Agy),
Ha ocHOBY [lepunummje 1.6 uma f; + f;_; cuMIIIeKca KapAUHATHOCTH 7 34 CBE
1=0,...,n.

Kaxo je A(K) = KU K « Apy u KUN K« Ag,y = K, Ha ocHOBY
Tephewa 3.9 neo (1) nobujamo naje3acees =0,1,...,n— 1:

FAR); = F(RI) 4+ F(K % Agy)i — F(K)i

= (n ; 1) — ot it fia— fi= <n ; 1) — fa—1—i + fic1.

Kako je kommrekc A K ayTo-ayanan y aMOUjeHTy [n], OH He MOXe [1a CaIpKU
cumIuiekc [n] jep 6u'y cynpotHom AK = Ay, a Ha ocHoBY IIpumepa 2.3 3HaMO J1a
A, HEje ayTo-mTyanaH y am6ujenty [n]. Tako 3akibydyjemo na je f(AK), = 0.
Taxobe, f(AK)q = 1 jep no [pumepy 2.4 He MOCTOje ayTO-AyaTHU KOMILIEKCH
0e3 BpxoBa.

Kopucrehu Jlemy 3.5, Ojneposa kapakTepucTuka komruiekca A K jenHaka je
cymu (K1) + (K * Agy) — x(K). Kaxo je f, = 0u fy = 1, Ha ocHOBY
Tephemwa 3.9 3uamo 1a je (K" ) = (—=1)"(x(K) — 1) + 1. IlIto ce Tuue
kommnekca K * Ap,), merosa OjnepoBa KapaKTepHCTHKA je 1 jep je y muTamy
TPHAHTYJIAlMja KOHTPAKTUOUITHOT mpocTopa. Tako mobujamo aa je:

X(AK) = (=1)" (x(K) — 1) + 2 = x(K).

]
[IperxomHo TBphewe HaM oaKIaBa Hallaxeme OjaepoBe KapaKTePUCTHKE
ayToO-IyaJHUX KOMILIEKca y HemapHuM amOujeHtuma. Kaxko je cBaku ayTto-
JIyaJTHU KOMIUIEKC JlyajiHa HaArPa/ikha JUHKA CBOJEr MPOU3BOJLHOT TEMEHA, AKO
3HaMo OjepoBy KapaKTEPUCTUKY JIMHKA, JIJAKO MOXKEMO J1a u3pauyHamo Ojiepo-
BY KapaKTEpUCTHUKY MOJIAa3HOT KoMIlTekca. Takohe, ako 3Hamo OjiepoBy Kapak-
TePUCTUKY ayTo-myanHor komimiekca K C 2%+ o mperxommoM TBphemy
3Hahemo u OjnepoBy KapaKTEPUCTUKY JTMHKA MTPO3BOJLHOT HETOBOT TEMEHA.

Mocaeanna 3.5. 3a ipoussonan ayigo-gyanan komiinexe i C 2126+1]

v € [n] saocu: x(Lk({v})) = 3(3 — x(K)).

Cana hemo nma ce ocBpHeMo Ha TexHuKe omnucaHe y Ilormasspy 3.1. Ilpuce-
THMO ce JTa IPOU3BOJbHH ayTo-TyanHn kommmeken K, L C 2" mory na ce mosexy

U UPOU3B60./bHO
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y rpady cycencsa N'G,, nytem nyxune | K \ L|. OBy oncepsauujy hiemo na ucko-
PHUCTHMO pajy pauyHama OjIepoBe KAPAKTEPUCTUKE ayTO-IyaJTHUX KOMILIEKCA
aMOujeHTHMA HellapHe KapAUHATHOCTH.

Heka je K C 212+ ayro-nyaman kommnekc ca f—BextopoM (fo, fi,. .-, fn)
u Heka je A € K INTaBHU CUMIUIEKC KapAMHATHOCTH i. PEKOHCTpPYKIIMja KOM-
wiekca K mpecrpojaBambeM INIABHOT CUMILICKca A je ayTo-[yanaH KOMIUIEKC

rsa(K) = (K \ {A}) U{[2k+ 1]\ A} ca f—BekTOopOMm:

fis g€\ {i, 2k +1 -1},
f(TSA(K>>j = fl - 1a ]:Za
fi+1l, i=2k+1—1.

Axo norpaxumo OjiepoBy KapaKTepHCTHKY KoMIuiekca s 4 (K) nobujamo:

n

X(rsa(K)) =Y (1) f(rsa(K);

=1

— Z y+1f )z—l—l + (_1)2k+1—i+1

= X(E) + (=)™ (=1 + (1)) = x(K) + (-2)™!

Haxkie, paznuka OjIepoBUX KapaKTepUCTHKA CYCEIHHUX YBOpPOBaA y rpady
cycenctBa NGorpi1 je +2. Kaxko cBaka msa usopa rpada NGa. 1 Mory ma
ce moBexy myteM (TBpheme 3.2), a OjmepoBa KapaKTepUCTUKA ayTO-TyaTHOT
KomIiekca A1) jeAHaKa 1, 3aKJbydyjeMo Ja CBH ayTO-TyalHH KOMILIEKCH y
ambujenty [2k + 1] umajy OjnepoBy KapakTepuctuky obimka 1 + 2i 3a HEKo
i€{0,1,2,...}.

Ha 6u ce yrBpauo tauad orcer OjjepoBUX KapaKTEPUCTUKA ayTO-TyaTHUX
KOMIUTeKca y ambujeHty [2k + 1|, 10BOJBHO je 1a ce ofpesie MO/I-IyaTHi KOM-
wiekcn y am6ujenty [2k| ca Hajsehom u HajMamom OjIepoBOM KapaKTeprc-
tukoM. Tana he Ha ocHOoBY TBphema 3.10 BUX0Be 1yanHe HaATpadmbe 1a Mpe-
CTaBJba]y ayTO-AYyaJIHE KOMIUIEKCE Ca MAaKCUMAJIHOM U MUHUMaTHOM OjliepoBoM
KapaKTepUCTUKOM a ocTajie MoryhHoctu 3a OjnepoBe KapaKTEPUCTUKE CY CBU
HemapHU OpOjeBH KOjH ce Hajlase y mobOujeHoM HHTepBady. Ha mpumep, A
u ([Z]) Cy ayTO-IyalHi KOMIUTEKCH y ambujeHTy [7] ca OjinepoBUM KapaKTeprc-
tukama 1 u21. Otyna, y rpady N G, Ha IPOM3BOJLHOM Iy Ty KOjH ITOBE3YjE KOM-
maekce A 1 ([?) Mopajy 1a ce Hahy u ayTo-ayanHu komruiekcu ca OjepoBum
kapakTepuctukama 1 + 2irnes = 0,1, ..., 10.
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3.7 XomoJioruja 1 KOXOMOJIOTHja AyATHUX HAATPaIbu

Y 0oBOM 0/ieJbKy aHalIM3UpaMo Be3y U3Mel)y XoMosoruje u KOXOMOJoruje
JATOT CUMILTUIU]ATHOT KOMILJIEKCA U lbeTOBE ayTO-/1yalHe HaATpaibe OMHUCaHe
y Ilormasiby 3.3.

Hexka je K cummmunujaaHu koMmimieke y amoujenty V. Ilo Tephewmy 2.2,
MOJKEMO J1a PETIIOCTABUMO Ja je K moa-ayanaH jep moa-1yaIHOCT MOXE J1a Ce
nocturue nmpoctum ysehamem amoOujenta V. TlocmaTpajMo ayanHy HaArpaamy
KoMIuiekca ' 0OTHOCHO KOMIUTEKC

AK = K UCK.

Ha ocnoBy TBphema 3.5, 3HamMo 11a je AyaTHa HaATpaakha CUMILTHI]ATHOT
KOMIDIEKCa ayTO-IyalaH KoMIUTeKc y ambujenty V' U{v}. Otyna, kao mocmeauiry
Teopeme 2.2 nobujamo crienehe TBpheme.

Hocaemuua 3.6. Hexa je K diog-gyanran cumiinuyujainu KOMINEKC y aMOUjeHiiy
V 2ge je |V| = n. Taga 3a wedosy gyanny nagépagroy AK uceei=1,....n+1
8adKcu: B B

HL(A(K)) = H" 2 (A(K).

Ananusupajmo cajia map cumrumrnjaaanx kommiekca (A(K), K). b nHam
je ma ommiemMo xoMojorujy komrmiekca A K momohy xomosoruje komiekca K .
Kopucrehu nyru Tauad HU3 XOMOJIOIIKUX TpyIia J00ujamo:

(3.4) %ﬁk(l?)L)ﬁk(AK)i)ﬁk(AKak)$ﬁk—1(k)%

Kako cuMInmuujanii KOMIUIEKC M BerOB MOTKOMIUIEKC YUHE 100ap map,
3HaMO Ja cy rpymne Hy (AK K ) I/I30M0p(1)HC rpynama Hy, (AK / K ) rze je dak-
Top npocrop AK/ K 3anpaso (K UCK)/ K. TIpucerumo ce ja o Tephetby
3.8 Baxn K NCK = K. Oryna, daxrop npocrop AK/ K je xomeomophan
npocropy CK /K Koju je XOMOTOIICKH €KBHBAJIEHTAH [ CyCIICH3H)I SK cummm-
njamHor kommiekca /. TlosHaTo je ma cy rpyme H k(SK) I/I30Mop¢)He rpy-
nama Hy,_1(K) na, ako y taunom uusy (3.4) rpyne Hj, (A(K), K) 3aMECHUMO Ca
Hy_1(K) nobujamo:

(3.5) oo Hu(R) =5 Hy(AK) <5 By (K) 25 He g (K) = -

[Tomohy Teopeme 2.2 u Teopeme 0 yHUBEp3aJIHUM KOECPHUIIMjEHTUMA KOja

MOBE3Yyje XOMOJIOTH]jY M KOXOMOJIOTH]Y aTOT CUMILIUIUjaTHOT KOMIUIEKCA, IAKO
MOXEMO 12 OJIPeIUMO XOMOJIOUIKe rpyme [}, (K ) Hauwme, cBakom Z: cabupky
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rpyme f[k(K ) oxrosapa 7 cabupak rpyre Hy_ s (IA( ) a cBaKoM Z, cabupky
rpyne Hy(K) onrosapa Z, cabupax rpyne H,,_ 4 (K)

Ortyna, na 6u momohy Taunor Huza (3.5) ogpenunu rpymne Hy, (A(K )), 10~
BOJBHO je Ja omuieMo xoMoMopdusme ¢, u 0. 1o KOHCTPYKIHUjH, OBH XOMO-
MOP(hHU3MH Cy YCKO MTOBE3AHU Ca CTAHAAPTHIUM XOMOMOP(PHU3MUMA ¢, U O U3 HU3A

(3.4).

MebhyTrMm, TOCTOjU MHOTO jeTHOCTaBHU]jH oruc xoMmomopdusma ¢, u d'. Tloc-
marpajMo jyru tayas uu3 3a nap (K, K).

3.6) = Ho(K) 2 Hy(K,K) 2 B y(K) = By 1 () — -

Osne, Hy, (IA(, K) je m3omopdHo rpynu Hy, (IA(/K) a kako je CK KoHTpak-
TUOWIIAH MPOCTOP, CUMILIUIIM]ATHU KOMIUIEKC K U CK, omsocho ynpaso AK,
je xomoToncku ekBuBajieHTaH (gakrop npocropy K /K. Otyna, ako ynopeaumo
Hu308¢ (3.5) 1 (3.6), MOKEMO 11a 3aK/byUnMO Jia je 0 HHyKOBAHO UHKIY3HjOM

i’ : K — K a ¢. je ”HAyKOBAH UBMYHHM ITPECTHKABAmbEM O°.

IIpumep 3.5. Heka je K nmetoyrao npukasan Ha @urypu 16. Kako je K jeqHomnu-
MeH3HOHaaH, o TBphemy 2.1 oH je moxa-ayanaH y ambujeHry [5] ma, merosa
nyallHa Haarpagma he ga 6yae ayTo-ayalaH CUMIUTMIM]ATHU KOMILUIEKC Y aM-
Oujerty [6]. Kako cy MMHUMAJIHU He-CUMILUIEKCH KOMILIekca K aujaroHasne
TETOYIIA, TITABHU CHUMILICKCH KOMIUICKCa K he na Oyay KOMIUIEMEHTH JIMjaro-
Hama. Otyna, K je Tpuanrynamnuja MebujycoBe Tpake udja je TpaHuIia IIETOYTao
K xao mro je mpukazano Ha @urypu 16.

1

3 4
®urypa 16: IleToyrao u meros AnekcaHaepos ayain, Mebujycosa Tpaka.
ITo Teopemu 2.2, rpyne H;(K) cy usomopdHe rpynama f[g)_i_g(f( ) a oBe
rpyIe cy TpuHjanue 3a k # 1 u jennaxe Z 3a k = 1. OTyzna, aKO HCKOPHCTUMO

tadaH HU3 (3.5), mobujamo na je Hy (A(K)) = 0 3acBe k # 1. Kako ce rpanuma
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Mebujycose Tpake /1Ba 11yTa 0OMOTABa OKO LICHTPAIIHE KPYKHHULIE KOja TeHepHILe
H,(K), 3saxmy4ayjemo na je xomomopdusam i 3anpaBo MHOXeme ca 2. Taxo
100MjaMo /14 je jemuHu HeTpuBHjamHu 1eo Hu3a (3.5) 3a map (AK, K):

0—Z 25 Z " H(A(K)) =0

Kako je xomoMopdusam i, cupjekTusas, rpyna Hi (A(K)) je usomopdHa
rpymu Imi, /Keri, = Imi, /Imi? = 7. /27, = 7.

Hakne, AK je n1BO-IUMEH3MOHATHA KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT ca Zio
XOMOJIOTHjOM Yy JTuMeH3uju 1 ma 3akibydyjeMo ga AK mpencraBiba TpUAHTY-
JaIyjy MpojeKTUBHE paBHU omnucaHe y [Ipumepy 2.5.

V nperxogHOM nmpuMepy cMO BuAenu j1a moMmohy taunor Husa (3.5) Hekaja
MOXEMO /1a KOHCTPYMILIEMO ayTO-IyaJHe KOMIIEKCEe ca yHAIlpel 3aJaTHM XO-
MOJIOLIKUM rpyniama. HapaBHO, XOMOJIOIIKe TpyIie MOpajy a UMajy CTPYKTYpPY
onucany y Teopemu 2.2.

Cata HAaBOIMMO CIEMjaaH ClIy4yaj Kajla XOMOJIOIIKE TPYIe AyaTHUX Ha-
rpajlbu MOTY J1a ce ojpene 0e3 mo3HaBama XoMoMopdu3aMa U3 TAYHOT HU3A
(3.5).

Teopema 3.4. Hexa je K cumiiiuyujannu xomiinekc gumensuje k > 1 y ambujeniiy
V ege je |V| > 2k + 3. Taga AK uma ucitie xomonrowke u KoOXOMoIouKe 2pyiie
kao dpociiop K V SK 2ge je V kmunacimia cyma apocigopa.

Hoxas3: ITo Tephewy 2.1, komruieke K je rmoj-ayajiaH y amOujeHty V.

Kako je iumensuja kommuiekca K jennaxa k, cse rpyne H;(K) cy tpuBujante
3a i > k. Takobe, ako je |V| = nun > 2k + 3 tama, kopucrehu Teopemy 2.2 u
Teopemy 0 yHUBEp3aTHIM KOSPULMJEHTUMA, 3aKIbY1Y]jeMO JIa Cy jetuHe Moryhe
HETPHBHjaTHE XOMOJIOIIKE I'PYIE CUMIUTMIIH]jaIHOT KOMILIeKca Ky quMeH3rjaMa
n—3,n—4,...,n—k— 3 (upumerumo na je rpyna Hy(K) 6e3 Topsuje). Kako
jen—k—3 > 2k: '+ 3 —k —3 =k, 3axibyuyjeMO 1@ y IyTOM Ta4HOM HHU3Y
(3.5) 3a map (AK K) rpyIe H (K) uH,_ 1(K) Cy TPUBUjaJIHE WIH CY H (K)
u Hz_l(K ) TpuBHjanHe. Kaxo je Hus (3.5) TauaH, mpeTxomaHo MMILTHIH]PA J1d je
H;(AK) usomopduo rpymu H;_ (K ) wmn je H;(AK) usomopro rpym H; (K)

OBoO KOMIIJIETHPA JIOKA3. ]
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3.8 KoHcTpykumja ayTo-IyajqHUX TPHAHTYJIAIMja MPOjeKTHBHUX
npocropa

V Ilornasspy 2.4 cy gaTu MpUMepU TpUaryjianyja MpojeKTUBHUX MPOCTOPaA
Kao MPUMEPHU AYTO-AYATHUX CUMIUTMIUJATHUX KOMIUIEKCa. AYyTO-IyaJHOCT J0-
OMjeHUX TpUAHTYIAIMja je Ouia BUIIE MOCIeIUIA HETO MPEeTIOCTaBKa 3a 100u-
JeHe CUMILTULIMjaTTHe KOMILIEKCe. Y OBOM 0J1eJbKy onucahemo jeJaH HOBU HAUUH
3a 1o0ujame ayTo-AyaTHUX TPUAHTYJIAlMja OBUX KOMIUIEKCA.

CummiuiigjaiHe KoMIuiekce K auMeHsuje kK TakBe J1a je JIMHK CBAKOT HbH-
XOBOT TeMEHa TpHAHTyJIalja chepe TuMeHsuje k — 1 Ha3uBaMO KOMOUHATOPHE
MHOTOCTPYKOCTH.

Hedmnnunuja 3.3. Kasicemo ga kombunaisiopna muoZociapykocii K gumensuje 2k
JUYU HA UPOJEKIUCHY PABAH AKO je:

~ 0, @& {k, 2k},
Hi(K) :{ 7, i€ {k 2k}.

dpu twiom je k = 2,4, 8.

Kao mro je ouurnenHo u3 nperxoaHe AehUHHUIM]E, Wb j€ Aa JT00UjeMO
TpUaHryJjaluje KomruiekcHe (K = 2), kBatepHuoHcke (K = 4), 1 OKTAaHUOHCKE
MpojeKTUBHe paBHU (k = 8).

Heka je K C 2" ayro-nyanan cummminmjanan xomrteke u3 Jdedunuimie
3.3. Tana, na 6u xoMonOIIKe rpyne Komruiekca K 3amoBosbaBane Teopemy 2.2,
mopa na Baxu ja je H;(K) = H"371(K). Kako je kommiekc K 6e3 Top3uje, Ha
ocHoBy TeopeMe 0 yHHBEP3aTHIM KOS(PULIIEHTUMA IPETXOTHO j€ EKBUBATIEHTHO
ycnoBy na je H;(K) = H,_3_;(K) a jenuHa MOryhHOCT /1a MPETXO/IHA jeTHAKOCT
Oyne3ajioBosbeHa3acBet = 1,...,2kje3an—3—k = 2k oqHocHo 3an = 3k+3.
Taxo 3ak/byuyjeMo J1a je aMOujeHT KoMmIuiekca X kapauHaiaHoctu 93a k = 2, 15
3ak=4u273ak=_8.

Kommieke K je ayTo-myanaH CUMIUTAIHM]ATHA KOMILIEKC A jé Ha OCHOBY
Teopeme 3.2 ynormynoctu onpehen morkommiekcom Lk({v}) a momro je K
KoMOuHATOpHA MHOTOCTPYKOCT, Lk({v}) je Tpuanrynanuja chepe numensuje
2k —13aceev € V. Axo Lk({v}) o3nauumo ca S, rana je

K = S26-1 5 821,

Kako je mo mpernocraBiu KX KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT TUuMeH3uje 2k,
CBH EbeTOBH ITABHU CUMIUIEKCH TaKkohe Mopajy aa Oyny mumensuje 2k. U3 ycmosa

na je S2F—1 N CS?~1 = S~ 3axspyuyjemo na je

(3.7) GIS1 U CS21y — GI(S 1) U GI(CS™ ).
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Axo 6u nocrojao cumiuiekc A € [3k + 2] kapaunanHocTu k Koju He mpunaia
chepu S~ tama 6u cummiexc [3k + 2] \ A koju je xapauHanHOCTH 2k + 2

npunagao AjekcaHaepoBoM ayany S2¢~1 mro Huje Mmoryhe jep cBU CUMILIEKCH
—_—
komiekca S?~1 ¢y kapaunanHoctu Hajsuine 2k + 1. Tako 3ak/bydyjeMo aa

$%~1 canpxu ce cumriexce pammuje (1*.7).
Axo je (fo, fi,-- -, forss) f—BexTop kommiekca S?* 1, ma ocnoBy TBphema
—_—

. : . 2k—1 o ([3k+2] , .
3.9, 3aKkJbydyjeMO JT1a KOMILTEKC S nuMma (% H ) — fr+1 TIABHUX CHMILTEKCA.

I'masuu cummnekcu konyca CS?~! cy obnuxa A U {3k + 2} rne A € GI(S*~1)

U UMa UX fo,. Kako uu jenan cumrutec kommuiekca S~ ge cangpxu teme 3k + 3,

. k+2
3aKJbydyjeMo Ja KoMIUIeKe K numa ([gkil]) — fr+1 + for TTABHUX CUMIDIEKCA.

Jakie, 1a 61 KOHCTPYHUCAIH ayTO-IyaJIHy KOMOMHATOPHY MHOTOCTPYKOCT
KOja JIM4YM Ha MPOJEKTUBHY paBaH, MOTPEOHO j€ Ja KOHCTPYUILIEMO JAyaJIHy Hall-
rpanmy chepe S ! koja uma crneneha cBojcrBa:

e 5?71 je mon-nyanna y am6ujenty [3k + 2],

o () c st c (42,

e S?*~1 je xOMOUHATOPHA MHOTOCTPYKOCT.

Kommnekcu ommcanu y Ilornapmpy 2.4 kao JTUHKOBe TeMeHa MMajy cdepe
ca HaBeJCHUM CBOjcTBUMA. Jla OM JTOOWIM TPHAHTYIIAIN]Y MHOTOCTPYKOCTH
KOja JIMYM HA OKTAHUOHCKY MPOJEKTUBHY PaBaH, MOXEMO 1a KOHCTPYHIIEMO
nyanHy Haarpanmwy chepe S'° y amGujenty [26]. Tauan nus (3.5) rapanryje na
JTOOMjeHH CUMILTHIIM]aTHI KOMIUTEKC UMa UCTY XOMOJIOTH]Y Ka0 OKTaHHOHCKA
MPOjeKTUBHA paBaH. MelyTum, 1a OM MOTBPAMIIU /1A je Y MUTalkhy OKTAHHOHCKA
MIPOjeKTUBHA paBaH, MOTPEOHO je J1a JOKaXeMO Ja JTOOHjeHH KOMIUTIEKC UMa 1
oarosapajyhu KOXOMOJIOIIKH MTPCTEH.

Kouncrpykinja koMOMHATOpHE OKTAHUOHCKE paBHU he na Oyne mpeamer
Oynyhux ucrpaxuBama.
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4 Heun3z0e:xxHu CUMIIMIM{ATHA KOMILIEKCH

Heus0exHu CUMIUTMIIN]aIHA KOMIUIEKCH Cy MPBU MyT yBelaeHu y [4] mon
Ha3UBOM ,,TBepOepr HeM30EKHN CUMILIMII]aTHA KOMIUIEKCH KAO TTIABHU €Jl-
€MEHT 3a aHaIM3y mpobiieMa TBepOeproBor tuma. Y OBOM IIOIIABJbY aHa-
JTU3UPAMO OBE KOMIUIEKCE y KOHTEKCTY jeHe MHBApHUjaHTE CHUMIUTHUIIAjATHIX
KOMIUIEKCA KOJU MOTY Jia C€ MPEACTABE KA0 CMajambe ayTO-AyaTHUX KOMILIEKCA
pamu ebuxkacHuje nmpumene [locaequue 2.1. Marepujan U3 OBOT MOIJIABJbA
je 6asupan Ha pamy [15|. Pamu netabHHjer yBuma y OcOOWHE U TPUMEHY
HeM30e)KHUX CUMILTHIMjATTHIX KOMIUTEKCa YUTAOIY ce mpernopyuyje [16].

4.1 IlapTuuHOHA UHBAPHjAHTA T U " —HEM30EIKHOCT

[MapTuinmoHa MHBApUjaHTA CUMIUTMIIMjATHOT KOMIUIEKCA je yBeneHa y [16]

paau ucTpaxkuBama rpobdiema Ban Kamnen-®dnopecosor u TBepOeproBor TUIia.
[Tpumetumo na o Teopemu 2.3 TBpheme (2), Hal-AyaTHH CUMIUTUIIA]ATHA KOM-
IUTEKCH cajipKe 0ap jeman cuMIuieke cBake maprunmje { A, A} ckyma V' Ha muc-
JYHKTHE CKynmoBe. MOTHBHUCAHM OBUM 3alakameM, yBoaumo cienehy nedunu-
umjy.
Hebununuja 4.1. [apimiuyuona unsapujanitia (Ui T™—uH8ApUjaHina) cUMIUyu-
JannoZ komitnexca K y ambujenitiy V', y osnayu 7(K), je najmarou ipupogan 6poj
p wakas ga 3a céaky dapiwmuyujy Ay, U - - - U A, ambujeniia V na gucjykuxiine
dowickyiose, bap jegan og ckyiosa A; tpuiiaga komiinexcy K.

[TapTUninoHa MHBapHjaHTA je€ OYUTIIETHO KOMOUHATOPHA MHBAPHjAHTA CUM-
IUTMLMjaTHOT KOMIIeKkca. Y HacTaBKy, bamunujy P, = {A;, ..., A} C€ 2V nuc-
JYHKTHHMX CKyMOBa Ha3uBaMo mapTuimjom ckyma V akkoje V = A; U--- U A,.
AKo je 0ap jemaH oJ1 CKynmoBa napTuluje P mpa3aH CKyM, MapTULujy P, Ha3u-
BaMo TpuBHjanHoM. Ako je P, N K # (), kaxemo na kommieke K 3a10BosbaBa
naptuuyjy P,.

Jepununnja 4.2. Cumituyujarnu kominexe K C 2V je r—neusbescan y ambu-
Jeniiy V axo je n(K) < r. Exeusareniuino, kominexc K je r—ueuzbesican akro
3a ceaxy wapmuyujy P, = (A1, ..., A,.) ambujenitia V eascu P, N K # ).

[Ipumetumo 1a ako je maptuuyja P ambujeHta V' TpuBMjaliHA, CBAKH CHM-
mmumjanan kommieke ) # K C 2V je taxas na {0} € P N K. Kaxo cy cBe
naprunuje ambujenra V ua |V| + 1 ckynosa TpuBHjaliHe, 3aKJbydyjeMo Ja je
xommiekc K yBek (|V| + 1)—nensbexan. Axo kommnekec K C 2V canpxu 6ap
jemHo TeMe oH je | V| —Hens0OexaH jep jeqrHa He-TPUBHjaIHA TAPTUIHja CKyma V'
Ha |V/| cKymoBa je mapTHIlija Ha BpXOBe.
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Tepheme 4.1. Axo je cumiinuyujannu kominexe K C 2V r—ueusbescan, wmaga je
OH U S—HeusDexHcan 3a cée s > 1.

Jokasz: Ako je Ps = {A1,..., Ay} npoussosbHa nmaprunuja ckyna V', taja je
P, ={A1,..., A1, A, U - U A} maprunmja ckyna V' 3a Kojy je mo mper-
noctauu P, N K # (). Ako A; € K 3anexoi € [r— 1], tanajen A; € P,N K.
Ako A, U---UA, € K, kako je K CUMIUTHIM]aTHA KOMIUTEKC, CBU CHMILICKCH
A, npunanajy komrutekcy K omgHocHo, {A,, ..., A} C PsN K. O

Jemuuu 1—Hen30exaH CUMIUTMIUjATHE KOMIUIEKC y aMbujety V' je Ay jep
camo OH 3ajo0BosbaBa napruuujy P; = {V'}. Tlo Teopemu 2.3, Haj-ayaaHu
CUMILTHIIJAJTHU KOMIUICKCH CY 2—HEN30€KHHU a MO-/1yaJTHA UJIU TPAHICHICHTHU
KOMIUTIEKCH UMajy HUBO Hen30exHocT Behu o 2. Jlakie, HUBO HEU30€KHOCTH
CUMIUTUIHjaTHOT KoMIutekca K # () Huje orpaHMYeH 0[03r0 alli jeCTe OTPaHUYEH
OIIO3/I0 T€ UMa CBOjY MUHUMAITHY BPETHOCT.

Tephemwe 4.2. Axo cy K, L C V' cumiinuyujannu xomiinexcu wakeu ga je L C K,
wmaga je m(K) < 7(L).

Jokas: Ako je m(L) = r, Tana 3a cBaky napruuujy P, ambujenrta V' Baxu 1a je
() # P.N L CP,N K mro norsphyje na je K KOMIUIEKC KOjU je 7 —Hen30exKaH
omHocHo 1a je m(K) <. O

VY nokasy mpeTxoJHOT TBphema cMO BUAETH [1a aKO je 7 —HeUu30exkaH KOM-
mwieke L moTkomIuieke kommiekca K, Taga u K mopa jga Oyae r—Hen30exKaH.
3aTO yBOAMMO HOBH MOjaM KOMIUIEKCA KOJU Cy MUHHUMAJHO 7" —HEU30EXKHHU Y
OIIHOCY Ha peJanujy ,,0MTH MOTKOMILIEKC .

HNepunnumja 4.3. Cumiinuyujannu kominexe K C 2V je munumanno r—neusbesxrcan
AKKO C8aKU 15e208 Tpasu HOWKOMIIEKC HUje T—Heu30eHcan.

ExBuBaneHTHO, KOMILIEKC K je MUHUMAJIHO —HEU30€XKaH aKKO 3a CBAKU
riaBuu cumiuieke A kommiekca K, notkomiuieke K\ { A} Huje r—HeusbOexan
mTo HaM oMoryhaBa ma ¢popmynuinemo cienehe TBpheme.

Jema 4.1. Hexa je K C 2V r-neusbeacan cuminuyujarnu xomiinexc. Taga, K je
MUHUMATHO T—Heu30edcan akko 3a céaku anashu cumitieke A € GU(K) @ocimoju
bap jegna nemipusujanna dapiiuyuja Pr. = {A, As, ..., A} ckyita V waksa ga je
P.NK ={A}

Jloka3: Hexka je r-Hems6exan cummniujaaau kommieke K C 2V muanmanan.
IlpeTmocTaBUMO CyMpOTHO, Tj. Heka mocroju cumiuiekc A € GI(K) Takas
na 3a cBaky HerpuBMjanHy mapruijy P. = {A, Ao, ..., A} ckyma V Baxu
{A, A;,} € P.NK. Tana, npou3BObHA HETPUBKjAJIHA TAPTULM]jA P, aMOUjeHTa
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V' je TtakBa nma ako P, He caapku A, 300r r—HEU30eKHOCTU KOMIUTekca K,
napruiuja P, je 3anoBosbena Hekum cumiuiekcom B € K\ {A}, a ako P, caupxku
A, oHa je 360T MPETIOCTABKE 3a0BOJBEHA O HEKUM CUMILUIEKCOM KOMILTEKCA
K\ {A}. Oryna, notkommiekc K \ {A} xommutekca K 3a10BO/baBa CBAKY
mapTHIH]y P, Te je r— Hen30eKaH [ITO HAPYIIABA MUHUMAITHOCT KOMIUTeKca K .

Heka r-nHeuszbexaH KOMIUIEKC K vMa OCOOMHY Ji1a CBAKOM TIJIABHOM CHM-
mnekcy A € GI(K) onrosapa maptunuja P ckyna V taxsa naje PANK = {A}.
Tana, 3a mpo3BosbHO A € GI(A) Baxu 1aje PAN (K \ {A}) = ) mro motsphyje
na K\ {A} Huje r—Hens6exaH. O

Iocnemuua 4.1. Ceaxu r—neusbesrcan CUMUIUYUJATIHU KOMIIEKC CAGPAHCU MUHU-
MAIHO T—Heuz0edcan ToTuKOMILIeKC.

Jokas: Axo je K = {0} tama je on (|V| + 1)—Hensbexan a Kako MocToju
mapruuyja {{v1}, {v2}, ..., {v},0} xojy 3an0BOBLaBA CAMO IIIABHM CHMILTEKC
(), To mo Jlemu 4.1 ummmunupa na je K = {()} muaumanso |V| 4+ 1—HensoexaH.

KOHCTpyHIIIIMO MUHUMAITHO 7" —HeM30eKaH MOTKOMILIEKC KOMITTekca K .

Heka je Ky = K.

Axo moctoju cummnnekc A € GI(K;) takas na 3a caky naptunujy P4 koja
canpxu A Baxu na je |[PA N K| > 2, nexa je Tama K; 11 = K; \ {A}. Tana,
komIuieke K1 je Takohe r—HemsOexaH jep cBe maptunuje P, amOujeHta V'
caapike Heku cuMmiuteke B € K; \ {A}.

Hrepanujom mpeTxoaHOT mpoleca 100ujaMo HU3 7" —HEM30€KHUX MTOTKOM-
TUIeKca KoMIuiekca K

K=KyD>DKi DKyD---DKj

OgBaj mpoliec Mopa Ja ce 3ayCTaBH jep U30alMBambEM ITIaBHUX CUMILIEKCA Y
Kpaji0j suHuju 1ooujamo munumanto (|V| 4 1)—HeusbexaH CUMILUTUIUjATHUA
xkomruieke K = {0}. [lakne, nobwmm cmo motkomiuieke K C K xoju je
r—Hen30eKaH TakaB rmaBHuUM cuMiutekcuma A € GI(K}) oarosapa 6ap jemHa
naprunuja P, ckyma V taksa ma je P. N K = {A} mro mo Jlemu 4.1 nokasyje
na je K MUHUMAaIHO r—HEeM30exKaH. O

IIpumep 4.1. CBaku HajA-IyajJaH CUMIUTHIIHjATHU KOMIUTEKC Yy amOujeHTy V'
caJpK MUHUMAJaH 2—HEU30€KaH MOTKOMIUIEKC a ayTO-IyaJTHU CUMIUIHIHU-
jannu xommuekcu K C 2V ¢y munumanuo 2—neus6exuu jep mo Teopemu 2.3
cBakom cumiuiekcy A € K oxrosapa maprunmja { A, A°} ckyma V' Taxsa na je
KN {A, A°} = { A} urro notBphyje Jlemy 4.1.

I'enepanmuzanjom [pumepa 2.2 MmoxeMo 1a OMUIIEMO jeIHY (paMuInjy MuH-
UMAITHO 7 —HeU30eXKHUX CUMIUTULUJATHUX KOMILIEKCa 34 POU3BOJBHO 7 > 2.
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[rk—1]
k

') je MuHIMANHO 7 —Hen36eKaH.

IIpumep 4.2. 3a 7, k > 2, KOMILIEKC (

[IpBo, K jecte r-Hem3OexaH jep jenrHa MOTYRHOCT /1a KOMILTEKC ([Tkk__ll]) HE

3ajioBoJbaBa naprunujy P, = {Aj, ..., A, } ckyna [rk—1] je ako cBaKu CUMILIEKC
A; € P byne kapaunanunoctd Behe ox k — 1. Tamajerk— 1= |[A U---UA,| =
|Ay| + -+ -+ |Ar| > rk wro Huje moryhe.

[rk—1]
k—1

HanHoctu k— 1. Taga, 3a mpousBosbHo A € Gl ( ([Tkkjlll) ) , IOCTOJU HETPUBHjATHA
maprunmja PA = {Ay, ..., A1, A} ckyma [rk—1],tneje |A| = - = |A,_1| =
k, axsa na je PA N (") = {A}.

Jpyro, cuMiuiekc A je TTaBHU CUMIUTEKC KOMIUTEKCa ( ) aKKO je Kap/u-

IIpumep 4.3. JequHu MUHMMATHUA 3-HEU30€KaH CHUMIUTHIIHJATHU KOMIUIEKC Y
aMOMjeHTy [b] KOju caapu CBHX 5 TeMeHa je ([i‘]) jep, Ha OCHOBY IPETXOJIHOT
MpUMepa, OBA] KOMIUIEKC J€CT€ MUHUMATHO 3—HEU30€KaH Ma je CBAKU HETOB

MPaBU HAJIKOMILIEKC 3-HEM30€KaH aJIv HE MOXKe /1a Oye MUHUMAJIaH.

V Ilpumepy 2.3, xao u y Tphemwy 2.2, cmo Buaenu 1a ysehamem amOujeHTa
CUMILTMIIM]AJTHOT KOMITICKCA MEHaMO HBETOBY [yallHy Kateropuszauujy. Hemro
CIIMYHO Ce JeIIaBa 1 y Clly4a]y 7 —Heu30€KHOCTH ITO WIIycTpyje cnenehe TBphe-
be.

Tephewe 4.3. Heka je K cumiinuyujaniu komiiiekc Koju je m—Heuzoexican y am-
bujenitiy [n|. Taga, kominexc K y ambujenity [n + k| je (r + k)-neuzbesican 3a
cee k € IN. Ako je K C 20 yumumanno r-neusbescan, twaga je K C Q[n+k]
munumanno (r + k)-neusbesxncan.

Hoxka3: Heka je K C 2" —Hewsbexan u Heka jePri1 = {A,-- AL A}
maprunuja ckyma [n + 1]. Tana, Bpx {n + 1} je caapkaH y HEKOM CHMILTEKCY
naprunuje P, 1, Ha nmpumep y A,1. To Ham omoryhasa ga momohy cumruiekca
B=A,UA 1\ {n+ 1} nodbujemo mapruuujy P, = {A;, -, A,_1, B} ckyna
[n] kojy 360r r—HemsbexnocTn kommieke K C 2" mopa y1a 3an0BomaBa. Ako
jeA=A, € K3aunekoi € [r — 1], tamaje A; € P,.1NK. Axoje A =B
Taga, Kako je K cuMrmiuipjanad koMmiwieke 1 A, C B, umamo 1a A, € K ma
A, € P.y1NK. Naxie, koMIuteke K 3a710B0JbaBa MPOU3BOJBHY MAPTUIIM]Y P11
ckyna V mro nokasyje na je komruieke K (r+ 1)-nens0exan y amoujenty [n+ 1].

Axo je xommieke K C 2" u munumanno r-Henms6exan, Ha ocHoBy Jleme
4.1, ceaxoM rmasHoM cumitekcy A € GI(K) onrosapa mapturmja P2 ckyma [n]
TakBa 1a je Py N K = {A}. Tana, pamumaja Py U {{n}} je napruumja ckyma
[n + 1] taxsa na je (P U {{n}}) N K = {A} jep {n + 1} ¢ K. Oryna, no
Jlemu 4.1, kommaexke K C 2" je munumanno (r + 1)-nems6exan. ]
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IIpumep 4.4. ITpucerumo ce na je no [pumepy 2.3, cUMIUIUIIMjATTHU KOMILIEKC
A1y ayro-nyanany amoujenty [2]. Tazna, Ha OCHOBY HPETXOJHOT TBpherba, KOM-
wiekc Agy} je MUHUMAHO n—Hen30exaH y aMbujenty [n]. Tako 3akibydyjemMo
14 Cy jeIMHI MUHUMAITHO |V | —Hen36e)KHN KOMIUTEKCH Y aMOUjeHTy V' TpHaHTry-
naruje Tadaka Ag,y.

[IperxomHo TBpheme HaMm omoryhaBa 1a moMohy TexHuKa onucaHux y [lo-
[TIABJbY 3 KOHCTPYHUIIIEMO TIPUMEPEe MUHUMATHO 7" —HEM30€KHUX CUMILTHIIN]jATT-
HUX KOMIUIEKCA Y TPO3BOJbHOM aMOUJEHTY.

Cajzia HABOJMMO JOUI je/IaH MPAKTUYAH KPUTEPHUJYM 3a MPOBEPY MUHUMAJIHE
r—Hens0exHocTu. IIpe Tora, yBOAMMO HOBY ONEPALHN]Y ,,IIPECEKA’ CUMILIEKCA
A CV u pamunmje ckyrmosa K C 2V ca:

4.1) KnNA={ANnB|Be K}

AKko je K cUMILTHITH]aJTHE KOMITTEKC, Taja K M A je MOTKOMILIEKC KOMILTeKca

K xora YMHE CBM CHMIUIEKCH KoMIulekca K KOju cy caapkaHu y A omHOCHO
KNA=KnNAyu.

Tephemwe 4.4. Hexa je K C 2V cumiinuyjannu xominexe Koju je r—ueusbemxncan.
Taga, K je munumanno r—neuzbexcan akko 3a céaxu Znagnu cumiiekc A kom-
inexca K aomxomiinexe KMV \ A nuje (r — 1) —neusbesncan y amoujenitiy V' \ A.

Hoka3s: JlokaXuMo 1a cy UCIyHmeHH ycinoBU Jleme 4.1.

(=) Heka je K C 2V mMunumanHo r—Hen36ekxaH CUMIUTULMjATHE KOMILTEKC.
Tana, 3a npoussosbio A € GI(K) mocroju maprunmja P2 cyma V Taxsa na
je K N'PA = {A}. To ummmuumpa na je P,_; = P2\ {A} napruumja ckyna
V' \ A takBa na je K N P,_; = (). Kako je KA C K, nobujamo na je
(KMA)NP,_; = () mro motephyje ma K MA C 2V muje (r — 1) —HensbexaH.
(<) Heka KM A Huje (r — 1) —Hems0exan y ambujenty V' \ Azacse A € GI(K).
Tana, 3a mpoussosbHO A € GI(K), nocroju napruumja P, = {A1,..., A1}
am6ujenrta V' \ A raksa na je (KMA)NP,_; = ). Tosnaunnaje P, = P._1U{A}
napruija ambujenrta V taksa naje K NP, = {A}. O

Mocaenuna 4.2. Axo je K C 2V ymunumanno r—ueusbesrcan cuminuyujaniu Kom-
inexc waga je m(K) =r.

Joka3s: 36or r—Heus0excTu Komiwiekca K 3uamo ma je m(K) < r. 360r MUH-
UMAJTHOCTH KoMIuiekca K, 3a mpou3BoJbaH riiaBHu cumiuiekc A € K, mocroju
naprummja P = {Ay,..., A._1}ckynma V' \ Ataksagaje P,_1 N(KTA) = 0.
Tana je {AU By, Bs, ..., B,_1} maptunuja am6ujerra V' xojy komruieke K He
3a710BOJbABA IITO AOKa3yje na je w(K) > r. O
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4.2 Heu30exkHOCT cnajamba CUMIVIMIMAJTHUX KOMILJIEKCA

YV OBOM 0/1€JbKY aHAJIM3UPAMO MAPTUIIMOHY UHBAPU]JAHTY CUMILTHIIU]jATTHUX
KOMIUIEKca TOOHjEeHUX CIajarheM KOMIUIEKCca ca IMO3HATOM MapTUIIMOHOM HMHBA-
pHjaHTOM. VY OIINTEeM Cy4ajy, moMohy r—Hen30eXKHOCTH KOMIIOHeHATa CIia-
jama MO XeMO Ja MPOIEHUMO HUBO HEM30E€KHOCTH Pe3yNITyjyher KoMIuiekca.

[TpBo noKaxxumo jeHO mMoMOhHO TBpheme.

Jdema 4.2. 3a ceaxu r—neuzbencan cuminuyujannu kominexe K C 2V u csaxy
dapmuyujy Ps cxyiia V 2ge je s > r eadicu ga je:

| PsNK|>s—r+1.

Jloka3: Heka je K C 2V KoMIUIEKC KOjH je 7—HEH30eKaH U HeKa je s > .

[Mpernocrasumo aa nocroju mapruiuja Py = {Ay, ..., A} ckyna V' taxsa jna
jePsNK ={A;,...,A;, } tneje k < s —r. Taxa, nomohy ckymoBa pasiuke
P\ {Ai,,..., A} ={A,...., A, }, MOXEMO 1a KOHCTPYHUILIEMO MAPTULIH]Y

Psr ={Aj,..., A UA, U...UA,;,} ckynma V TakBy 1ma je Ps—x N K = (.
Kakoje s — k < s— (s —r) = r 3akspydyjeMo j1a r —Hen30e:KaH KoMIuiekc K He
3a/10BOJbaBa MapTULIM]y Ps_j 1ITO HUje MoTyhe. ]

Teopemad.l. Hexacy K; C 2Yi cumiinuyujantu komanekcu Koju cy r; —HeuszbexncHu
3a1=1,...,n. Taga, cumiinuyujarnu xominexce Ky * - - - x K, je r—neuszbearcan
y amoujeniy Vi L - - - UV, 2ge je

r=ry+-+r,—n+L

Hoxa3: be3 rybipema OMImTOCTH MOKEMO J1a MPETIOCTABUMO Ja CY aMOHjeHTH
Vi, ..., V, nucjyHKTHM mTO HaM omoryhaBa aa y Jlepununmju 1.6 crajama Ko-
PUCTHMO KJTACHYHY YHH]Y CUMILIEKCA.

Jloka3 pagumo uHAYKIHjoM mo 1 € IN.

Hexa je K; C 2" kommiekc koju je r,—Hensbexan a Ky C 22 xommuekc
Koju je ro—neuzbexan. Heka je r = r; + 1o — 1l m veka je P, = {Aq,..., A}
npousBosbHa naptuumja ckyna Vi U Vo, Tama, P! = P, M Vi je napruuuja
ambujenta V) a P? = P, M V; je maprunuja am6ujenta Vs.

Hekaje P! NK, ={A,NVi|ieL}aP*NK,={A,NV,|i€ L,}. Tana
o Jlemu 4.2 Bakunaje |[[1| >r—r+1=roul|ly] >r—ry+1=ry. Kakoje
||+ 15| > ri+7e > r,a ULy C [r], 3akibyuyjemo aa je Iy N 1o # () onHocHo na
nocrojuk € I1N1s. Tosnaun ma A, NV; € Kiu ANV, € Ko mimo umMmunmpa
na cumruteke (A, NV1) U (A N'Vs) = Ay npunana cajamy K7 * Ko 0MHOCHO,
OTKPWJIH CMO CHMILTEKC apTUIIHje P, KOjH MpHUIlaga KoMmIuiekey K * K.
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[TpernocTaBUMO MHAYKTUBHO 114 je [y *- - -x [;, | CUMIUTMIIMjaJIHA KOMIUIEKC
koju je (ry + -+ 4+ r,_1 —n + 2)—HeuszOexKaH.

Tanma, kako cy ambujentu V;, ¢+ = 1,...,n IUCJyHKTHH, KOMIUTIEKC K =
Ky % -+ x K, je 3anpaBo cmajame K = (Kj *---x K, 1) * K. Axo je K,
KOMILIIEKC KOJU je 7", —HEeH30ekKaH U aKo KOMIUIEKC K MmocMaTpamo Kao clajame
JIBa KOMILIEKCa, OHJIA jeé Ha OCHOBY Beh JToka3aHOT OH 7—Heu30eXaH 3a

r=ri+--+rp1—n+2+r,—-1l=ri+---+r,—n+1
O

IHocnenuua 4.3. Axo cumiinuyujannu kKominekc K mooce ga ce tipegciiasu kao
ciiajarve K1 x - - - x K,,, iiaga je:

T(K) <m(Ky)+ -+ 7(K,) —n+ 1.

[Tperxonna mocneauia Ham omoryhasa ga OJpearMo Topkhy TPAHUILY Tap-
TUILIMOHE MHBAPHjaTe Crajamba KoMIUIeKca. MehyTum, napTUIIMOHY UHBAPU]aHTY
Crajamba MOXKEMO MOTIIYHO Ja OJPEANMO Y JeTHOM MTOCEOHOM CITyuajy.

Tephewe 4.5. Axo cy cumiinuyujannu xominexcu K; C 2V munumanno r;—meus-
bexcnuszat = 1...,n, wagaje cuminuyujaniu kominexc Ky x- - -x I, munumanro
r—ueuzbescan y amoujeniiiy Vo U --- U Vysar=r +---+r, —n+ 1

Hoxas3: ITo Teopemu 4.1, 3Hamo ga je K = Ky * - - - x K,, CAMIUTMLIAjAJIHK KOM-
wiekc koju je (11 + - - -+ 7, —n+ 1) —HeusbexaH. JIOKAKUMO J1a je MUHUMAIIAH.

OrreT mpeTIIoCTaB/baMo J1a ¢y aMOujeHTH V7, . . ., V,, TUCJyHKTHH.
Heka je A = A; U--- U A, nmpou3BoJbaH IMTABHU CUMIUIEKC KoMILUTeKca K .
Tanma, 3a cBako ¢ = 1,...,n, CUMIUIEKC A; je TIABHU CUMIUIEKC MUHHHATHOT

r; —HeM30eKHOT KomIutekca K; na, Ha ocHOBY Jleme 4.1, mocroju mapruumja P,
ambujenta V; taksa nma je P., N K; = {A;}. Kako je K; C K a ambujentu
Vi micjyHKTHH, 3akibyuyjemo aa je P, N K C Ay, N K = K; oIHOCHO 1a je

Cana, 3a maptunjy PA = {A;U---UA, U(P,,U---UP, )\ {41,..., A}
amOujenra VU - - - U V,, Baxu:

PANK = ({A}NEK)U (P \ {A}) NE)U---U (P, \ {A.}) N K)
={A}UQU---UD={A}.

Jakie, mpousBosbHOM cumintekcy A € GI(K') onrosapa maptumuja P/ am-

oujenra V; U --- UV, Ha r, + --- + r, — n + 1 cKkymoBa TakBa Jja je
PAN K = {A} mro na ocnoy Jleme 4.1 motBphyje na je kommnekc K Munu-
MajHo (11 + - -+ 4+ r, — n + 1)—HensOexaH. O
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IIpumep 4.5. Jeqna ox nmocnenuna TBphema 3.8 je 1a KOHCTPYKIIMjOM KOHYcCa
ayTo-JIyaJHOI CUMILUIMLMJAIHOT KOMILIeKca y amOujeHty V' pgoOujamo ayTto-
AyaTHi CUMIUTHIMjATHA KOMIUTeKe y ambujenty V' LI {v}. Hemro cruuno ce
JelliaBa U y cliyyajy MUHUMATHO 7 —Hen30exHUX KomIuiekca. I1pBo, koMIieke
Ay je MuHUManHO 1—HensOexaH y am6ujeHty {v}. Tanma, ako je K MuHH-
MaJTHO 7 —Heu30ekaH CUMILIUIUjaTHU KOMIUIeKC Yy ambOujerty V', mo Tephewmy
4.5, xommnekec CK = K * Ay, je Muaumanno r + 1 — 2 + 1 = r—nensdexan y
ambujerry V L {v}.

ITpumep 4.6. Axo je K CUMIUIMIIMjATHU KOMIUIEKC KOjU je (MUHUMAIIHO) 7 —He-
u30exaH, Taja jeé CUMIUTMIUjaTHu KoMIuleke K" = K x - - - % K (MUHMAJIHO)
(n(r—1)41)—nenszbexan. Ako je K ayro-myanaH, oH je mo [Ipumepy 4.1 MmuHu-
MAJTHO 2—Hen30eXaH, IIITO UMILTHITpa J1a je K *" KOMIIEKC KOjU je MUHUMATHO
(n 4+ 1)—Hensbexan. Y ommTeM ciay4ajy, ako je K7, ..., K, mpousBo/baH HU3
ayTo JyaJIHUX KOMILJIEKCA, Ta/la je ’bUXOBO clajame K * - - - % K, KOMILIEKC KOjU
je MuHuMaIHO (1 + 1) —Hen30exKaH.

[IperxonHa orncepBalyja HaM BUIIECTPYKO OJlakinaBa mpumeny llocnequie
2.1 panu ogpehuBama reOMETPUjCKOT aMOMjeHTa JaTOT CUMIUTMIIU]aTHOT KOM-
mieKca. AKO je crajambe n ayToiyaJHUX KOMILIEKCA CaipyKaHO y KOMILIeKey K,
Taja KoMmruieke K Mopa a 6yme (n + 1) —Heusbexan. Otyma, o Tephemwy 4.2,
MapTUIIMOHA WHBApHjaHTa CUMILTUAIIM]ATHOT KOMIUTeKca oapehyje MUHMMAaTaH
OpOoj ayTo-AyaTHUX KOMITOHEHTH KOj€ MOTY Jla YYeCTBY]Yy y CHajamby OJHOCHO
axo je 7(K) = n, Tajga y cnajamby MOXKE [l YUECTBYjE HAJMAKE N AyTO-yaIHUX
CUMILIMLIN]AJTHUX KOMIUIEKCA.

3a pasnIMKy O HaI-AyaJHOCTH KOMILIEKCA KOja MOYXKE [d CE TPOBEPU INMPOKUM
CIIEKTPOM amaparta onucaHux y Ilornmasiby 3, NMpolieHa HUBOA HEM30eKHOCTH
CUMIDTAIMjATHUX KOMILIEKCA Y KPajib0j IMHUJH II0Apa3yMeBa IIPOBEPY 1A JIH Cy
napTuimje aMOUjeHTOT CKYyIa 3a10BoJbeHe. Axo je |V| = n taga mocroju

r—1 r
Z H > j=i 'Y
, n;
1<n1<ng<--<nyp =1
ni+ng+-+ne=n
HETPUBHUjaTHUX APTULIKMja CKyna V Ha 7 TOTCKymoBa. AKO je n 3HauajHO Behe o1
r, OpOj pa3IUUMUTHUX MAPTHUIM]A J€ BEJIUKU YaK U 32 pa4yyHAPCKy MpoBepy. 300r
TOra, y HacTaBky he ga Gy/ie omucaH jefaH MEeTO/ TPOIIEHEe HUBOA HEM30EKHOCTH
CUMILTUIIM]ATHOT KOMIUIEKCa TeXHUKaMa JIMHEAPHOT IMporpaMupama.
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4.3 JluHeapHo peau3aOWIHU " —HEU30€KHU KOMILIEKCH

V 0BOM 0/1€JbKY aHAIIM3UPAMO jEJIHY TTOCEOHY KITaCy CUMIUTUIIA]ATHUX KOM-
IUIeKca JOOMjeHUX OrpaHHYaBambeM IMMO3UTHBHE aJUTHBHE Mepe MeUHUCAHEe Ha
IbXOBOM aMOH]jEHTY.

[MosutuBHa Mepa je ¢yHkumja u : [n] — Ri. Kao muckperHa ¢yHkimja,
cBaka Mepa je oxpeheHa BekTopom [ = (aq,...,0,) € R, Mepa i unaykyje
asmrnsHy mepy o 2" — Ry narty ca p(A) = >, 4 pu(i). Axo je p([n]) =1
aJMTUBHA Mepa je BepOBATHOCHA Mepa. Taja, haMuiivja CBUX BEPOBATHOCHHUX
Mepa Ha aMOujeHTy [n] je cKyi:

{(ar,...;an) €ERY g+ 4+ -a, =1} = Conv{er,...,en} = ey, en}

OIHOCHO, BEPOBATHOCHE MEpEe Ha CKYILy [n] MpencTaBibajy TeOMETPHjCKH CHM-
IUTeKC AUMeH3Hje 1 — 1 Kojer ozHauaBaMo ca AL,

CBaxoj aquTuBHOj MepH 1 : 2" — R, 1 cBAKOM ITO3UTUBOM peaTHOM 6pojy
£ 1oaesbyjeMO CUMIUTMIIM]aJTHA KOMILICKC:

(42) Ku<p = {A €2 | u(A) < B},
Koncranty 3 Ha3zuBaMo mpar xommiekca K, <.

Tephewe 4.6. Hexa je | ilosuiiusna aguitiuena mepa Ha cKyiy [n| u nexa je
p([n]) = aur € N. Taga je (K, <) < r ognocro cuminuyujannu Komiiexc
K<a je r—neusbesican. Axo je jv seposamnocna mepa, waga je K, 1 KOMIIEKC
Koju je r—Heuznexcat.

Hokas: Heka je P, = {A;,..., A.} npousBosbHa maprunmja ambujenra [n.
Tana, P, N K,<ce = 0 akxo je p(A;) > ¢ 3a cee i € [r]. Kaxo je mepa
aIUTUBHA, TO UMILIULMPA JIA j€:

«

a=pu([n]) = p(A V- UA) = plA) +- -+ p(dy) > 17— =a

mITo Huje moryhe. U

Paj npenusHor oapehuBama NapTULMOHE HHBAPUjaHTE KOMILIEKea K <o,
MOTpeOHO je OMUCATU Mepe Koje MPOU3BOJE MUHUMAIIHO 7" —HEU30ekHEe KOM-
TUIEKCE.

Tephewe 4.7. Hexa je p iosuiiusna aguitiuena mepa u ji([n]) = a. Axo je
komiinexe K, <o munumanno r-neusbexncan wwaga je K, <o = K, .
- r _r T
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Hoxa3: Heka je K <o MuHuManHO r-HemsOexaH. IIpernoctaBUMO CynpoTHO,
Tj. Heka nocroju cummiexc A € K rako na je p(A) = <. Taja, nocToju rIaBHU

cummieke B € GI(K) takas nma je ju(B) = < (ako je (i) > 03acBei € [n],
Tanaje B = Aaaxkoje u(iy) = -+ = u(iy) =0, Tamaje B = AU{iy, ..., i}).
Heka je P2 = {B, Ay, -+ , A,} npousBosbHa MapTULIHja CKyMa [n] Koja caapku

cummieke B. Tana, u([n] \ B) = p(A2) +---+pu(A,) =a—% = (r—1)%,
Otyna, ako je PP N K,<ca = {B}, tana je u(A;) > ®3acsei = 2,...,r ma
nobujamo 1a je pi(Az) + -+ + p(A,) > (r — 1) mro Huje moryhe. [laxre,
CBaKy MapTHIHjy KOja CaJpKu CKyIl B 3am0BossaBa 0ap jOIIl jedaH CUMILIEKC
KomIutekca K wro Ha ocHoBY Jleme 4.1 nmrunimpa fa K <o Hije MUHIMAIHO
7 —HEeU30eKaH. L

V omwtem cnyuajy, yenos ja je Ky<e = K,co He MOpa Ja MMILUIALMPA
MHUHUMAHOCT Kommieca K,<e. Ha npumep, mepa p oxpehewa BEKTOPOM
(0,1,1,1, 1) uamyKyje KOMITIEKC KMS% = K/K% KOjH je 3—Heu30exaH U cagpKu
CBUX 5 TeMeHa anu u cumivieke {1, 2} ma, Ha ocHoBY Ilpumepa 4.3, KOMIUTEKC

KMS% HH)C MUHUMAJIdH.

Mebhytum, TBpheme 4.7 jecTe eKBUBAIICHIIN]A Y jJeTHOM CITEIIHJAJTHOM CITy4ajy.

Tephemwe 4.8. Axo je |1 iosuitiusna aguitiusna mepa 3a kojy je p([n]) = «, waga
Kominexce Ky<s je munumanno 2—neusoesican axko je K< = K.

Joxas:(=) ITo Tephemy 4.7 u3 ycnosa MUHUMATHOCTH ciien K <o = K ca.
(<)Heka je K,<o = K,cs. Tana, 3a ceaku cummiexc A € 21" saxu na je

p(A) # 5. Oryna, 3a mpoussoban A C [n] Baxu u(A) < § akko je pu(A°) > ¢
wto 3Haun 1a A € Ko akko A € Ko mro no Teopemu 2.3 umninumpa ia

je K <5 ayTo-gyanaH OTHOCHO MHHUMAITHO 2—HEeH30eXKaH. L

Cana yBogumo nepUHUIH]Y IMoceOHe Kilace CUMILTUIN]ATHUX KOMIUTIEKca Ha
KOje MOKeMO J1a mpuMeHuMo TBpheme 4.6.

Hepunnnuja 4.4. Kasxxcemo ga je r—ueusdesxican cumiinuyujainu xominexe Ky
ambujeniiiy [n] nuneapno peanusabunan axo je K = K, <« 3a nexy éeposaiminociy
<@

Mepy [ Ha ckyity [n].

Kowmmiekcn u3 Jlepunuige 4.4 cy mpencrapibajy CHelyjaliadH ciaydaj JTUH-
€apHO peaTn3a0WITHUX KOMIUIEKca TOoOMjeHNX MmoMohy Mpou3BOJbHE BEPOBAT-
HOCHE Mepe U MPOU3BOJbHE BpeiHocTu mpara. Y pauy [30] je mokasano na je
KoMIulekC K JIMHEapHO peanu3a0uiIaH aKKoO je ,,TPTOBUHCKM KPYT OJHOCHO
aKo Mpou3Bo/baH HU3 Aj, ..., A, cummnekca damuuje 2 \ K nuje moryhe
TpaHCPOPMHUCATH y HU3 CUMILIEKca KoMmIutekca K pa3mMeHoM BpxoBa Mel)y cum-
wiekcuMa. [10cToju jorn HeKOTMKO KOMOMHATOPHUX KATEropu3alnja JIMHEapHO
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peann3adMIHUX KOMILIeKca Mel)yTHM, OHE HUCY MOTOJIHE 3a MpuMeHy TBphema
4.6 jep He 00e30el)yjy mpar.

[TpoBepa nuHEapHEe peann3adMIHOCTH CUMIUIMLIMjATHOT KoMmIuiekca K ce
CBOJIM Ha Hall&XKEHe pelleha MpodeMa JTMHEeApHOT MporpaMupama.

Hexka je x : 2" — {0, 1}" mpecnuxaBame koje cakom cummekcy A C [n]

noxaesbyje kapakrepuctuanu BekTop X (A) € {0, 1}"™ mar ca:

0, ig A
X(A)i:{1 Z-iA.

Tana, komruiekc K je TuHeapHO peain3aduiiaH aKKO MOCTOJU aIUTUBHA Mepa

p=(ai,...,a,) € R} unpar f € Ry koju 3a10B0baBajy ycrnose:
(u, (1,...,1)) =1,

(4.3) (u,x(A)) < p sacee A€ K,
(u, x(A)) > B sacee Ac2l\ K.

Kao mto je omucano y [31], ycrnosu (4.3) umajy jemy reoMeTpHjcKy UHTED-
nperauyjy. Cummuujamaom kommmiekey K C 2" u xommiementy 207 \ K
noieJbyjemMo nmotckymnose kyoa [0, 1)™:

X(K) = {x(4) [Ae K}, x(2"\K)={x(4)[Ae2"\ K}

Axo je H (i, 8) = {x € R" | (i, z) < B} momy-npocrop uuja je rpaHuna
xuneppaBa (u, ) = fa H(u, 3) = R™\ H™ (u, 8), Tama ycnosu (4.3) mory
Jla ce HHTEPIPETUPA]Y ca:

pe A

(4.4) Conv (X(K)) C H (u, B),
Conv (x(2"'\ K)) € H™(u, B8).

Jaxkite, koMmrieke K je muHeapHO peann3abuinaH akko momuenapu Conv ( X(K ))
u Conv (x(2" \ K)) mory na ce pasasoje momohy XuneppaBHM 4Hju Bek-
Top HopMaje mpHmajga cumimiekcy A" !, Vcinosu (4.4) uMmMIupajy 1a je
Conv (y(K)) N Conv (x (2" \ K)) = 0. MehyTum, Baku 1 0GPHYTO Tj. aKo je
Conv (x(K)) N Conv (x(2"\ K)) = 0 Tana nocroju xuneppasau (i, z) = /3
KOja pasqBaja OBe TONHEIpEe a YCIoB aa i € A"l ce mocTmxe cKaaapHUM
MHOXemheM. OBa jeTHOCTaBHA OIcepBallfja HaM oMoryhaBa Ja 3aKJbydyHUMO
Jla TUHeapHa pean3a0MITHOCT He 3aBUCH Of aMOHjeHTa CUMILTUIIU]aTHOT KOM-
riexca jep axo cy nomeapu Conv (y(K)) u Conv (y(2" \ K)) mucjynkrau y
R"™, onn mopajy na Oyay nucjyHKTHU 1y R™ 3a cBe m > n.
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Unycrpauuja ycinosa (4.4) u onrosapajyhux nmonuenapa 3a ayro-ayanaH KOM-
neke (%) C 201 je nara na ®urypu 17. Ca ®urype 17 je Taxohe jacho na je
CBAKU CUMILTUIHJATHA KOMIUTEKC Y aMOujeHTy [3] muneapHo peanuzabunad. Ha-
JMabH IPUMEP CUMILTUITH]jaTHOT KOMIUIEKCa KOJU HHje THHeapHO peaTn3a0miaH
je A[Q] U A{374} g 2[4]

@urypa 17: Pasnsajame mpoctopa Conv (x(K)) u Conv (x(2" \ K)) 3a cum-
TUTUIIM]QJTHA KOMILUTEKC I = ([i’}).

V Ilpumepuma 3.3 u 3.4 cy KOHCTpYHUCAHU CBU HEe-U30MOPGHHU ayTO-TyaTHH
CUMIUTUIMjATHA KOMIUTeKcH y ambujeHty [4] u am6ujenty [5]. Ilomohy ai-
ropUTMa KOjHu pelraBa mpo0biem (4.3) KoHcTpyHucaHor y mporpamy Wolfram
Mathematica nodujena je Tabema 1 u3 Koje ce BUIM Jia Cy CBU ayTO-AyaTHU
KOMIUIEKCH y aMOujeHTy [4] u amOujeHty [5] nmuHeapHo peanu3abuiHu.

K p 3

A (0,0,0,1) 0
0A[3}UA{4} (1/5,1/5,1/5,2/5) 2/5
() * Ay (1/3,1/3,1/3,0) | 1/3

Ay (0,0,0,0,1) 0
N U Agsy (1/7,1/7,1)7,1/7,3/7) | 3/7
(8A[3]UA{4})*A{5} (1/5,1/5,1/5,2/5,0) 2/5
(1) % 0A 45y U Ay (1/7,1/7,1/7,2)7,2/7) | 3/7
(%) % Agsy (1/3,1/3,1/3,0,0) | 1/3
A[Q} *A{374} U@A[g] *A{g,} UA{374} (1/9,1/9,2/9,2/9,1/3) 4/9
B (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) | 2/5

TabGena 1: Mepe v mparoBu JIMHEAPHO peaaIn3a0MITHUX Ay TO-TyaTHUX KOMITIEKCa
y ambujentuma [4] u [5].
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Ilpumep 4.7. Xemu ukocaenap mpeactaB/beH y Ilpumepy 2.5 je MUHMMAIIHO
2—Hen30eKaH CUMIUTMLU]ATHU KOMIUIEKC. AKO MPETHOCTABUMO A jé OH JIUH-
eapHO peanu3zabuiaH, cucteM (4.3) je oOmmka:

0414—"'—'—0(6:1,
((oa,...,06),x(A)) <3 sace A€ GIRF).

Kako je cBaku Bpx xoMmiuiekca R P cajpkaH y TAYHO 5 IIABHUX CUMILICKCA,
CYMHPambeM FOPHUX HejeHAUUHA J100UjaMo:

a1+-~-+a6:1
5((11+"'+Oé6)<§.

IIITO UMILTULIAPA [1a je 5 < % IITO HUje MoTyhe.

ITpumep 4.8. [IpernocTtaBumMo Aa je TpUaHTydalMja KOMIUIEKCHE MPOjeKTUBHE
paBHU 13 [IpumMepa 2.6 KOMIUTEKC KOjH je 2—Hen30eKaH U IMHeapHO peaan3adu-
maH. Tama mocroju mepa 4 : V' — Ry martaca pu(v;) = oy, i =1,...,9 TakBa 1a
jeCPhy=K,_ 1.

U3 cucrema (4.3) 3akmbyuyjemo ga 3a cumiviekce A; € GI(K) Bake He-

jennaxoctu (A;) < 3 3ai = 1,...,36. AKO CyMHPaMO OBE HEjeJHAKOCTH

J00MjaMO HEjeTHAKOCT

36 36
(4.5) > nldi) < 5
=1
Heka je h; 6poj rmaBHUX CUMIUIEKCA KOju caupxe teme v; € V, 1 =1,...,9.

Tana, penauuja (4.5) MOXKe 11a Ce MPEJICTABH Ca:

9
(4.6) > hioy < 18,
i=1

Onpemumo cana 6pojese h;. Heka je v € V mpou3BoJbHO TeMe.

Tana, ako je l; € PP BpcTa Koja capKu TeMe v, INIaBHU CUMIUIEKCH hamiije
G4 xoju cappke Teme v cy: ([; Uljq) \{w}tmew € [;\{v}u ([;_,1 Ul;) \ {w}
rae w € lj_,1. OBaKBUX CUMILIEKCA UMa 5.

Jasbe, ako v Ipunaaa cumIuiekcy u3 pammnuje Go, Taga v € my U mo T1€ je
my Nme = {w} umy, my € L\ P. OBIe pa3mukyjeMo JBa caydaja:

e w = v. Tama, m; u my Mory ma Oymy OWIIO Koje IBe O/ TPU MpaBe CKyIa
L\ P koje mponase kpo3 Teme v. OBaKBUX ITApOBa UMa 3.
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e w # v. IlpernocraBumo j1a je v € my a my; MOXe aa Oyzae OWIIo Koja ox
Tpu mpase ckyna L \ P koja mpojasu Kpo3 v a Tauka MpeceKa w MOKe
na Oyne OMio Koja Tauka mpase 1m; pa3nuuuTa of v. Taga, *MaMo Ta4yHO
nBa u3dopa mpase my € L\ P koja cede mpaBy m; y Tauku w. Otyna,
3aKJbyUyjeMoO Ja OBAKBHUX IMTapoBa uma 3 - 2 - 2 = 12,

Hakne, cumiuiekca Gamuanje Go KOjU caapike TeMe v uMa 15 mTo 3Ha4yu aa
TIIABHUX CUMIUIEKCAa Koju caapke Tteme v uma 20. Kako je teme v € V 6uio
MIPOU3BOJBHO, 3aKJbyuyjeMo fa je hy = hy = - - - = hg = 20 mto 3ameHoM y (4.6)

UMILUTALIAPA J1a je
9 9
D 200; =20) ;=20 < 18.
i=1 i=1

[IpeTxomHu mpuUMepH WIYCTPYjy UNECHUITY 1a TBpheme 4.6 He MOXe 1a ce
PUMEHU MHOTE cuMIuTuImjanHe kommiekce. [lrasuiie, y pany [26] je nokazaHo
Jla IMHEAPHO peaTn3a0UITHU CUMITIAIIN]AJTHU KOMIUIEKCH UMa]y XOMOTOIICKH THTT
oykera chepa. Kako koMmmiekca Koju HUCY OykeTH cepa nmMa 3Ha4ajHO BUIIIE O/
KOMIUIEKCa KOJH TO jecy, TEXHUKE MPOIIeHE MTapTUIIHOHE HHBAPHjaHTE OIHCAHE Y
OBOM OJIEJbKY CY jaKO OTpaHUYCHE.

C 003upoM 1a amapaTd JTHUHEAPHOT IporpaMHUpama UMajy BPJIO pa3BUjeH
MaTEeMAaTHYKH allapaT U CACTABHH CY JI€0 MHOTHX IPOTPAMCKHUX ITaKeTa, y Hac-
TaBKy he nma Oyme omumcaHa MeTOJia MPOILICHE MaPTUIMOHE WHBAPHjAHTE CUM-
IJIMIUjAJTHUX KOMIUIEKCA MOMONY JIMHEapHOT MporpaMupama Koja MOXe J1a ce
NPpUMCHHA Ha CBAKKU CI/IMH.]'II/ILII/IjaJ'[HI/I KOMIIJICKC.

4.4 KapaKTepm:anHn npar CHMHJII/IIIHjaJ[HHX KOMILJICKCA

CBaky CUMILTUIU]ATHU KOMIUTEKC Cap>KU TMHEAPHO peann3aOuaaH MOTKOM-
IUIeKc (Ha mpuMep, MOTKOMILIEKC ca HajBHIIe 3 TeMeHa) a 1o TBphemwy 4.2, map-
TULMOHA MHBAPHjaHTA MOTKOMILIEKCA MPEICTABIba MajOPAHTY NAPTULIMOHE UH-
BapHjaHTE HaIKOMITIEKca. MOTHUBUCAHHM OBOM OIICEPBAIIH]OM, yBOIUMO cienehy
neuHULIN]Y.

HMedunnnuja 4.5. Heka je K C 2" cumiinuyujannu kominexe u A" cumiinexc
CBUX BEPOBATHIHOCHUX Mepd HA AMOUJeHITY [n] Kapakiiepucitiuvunu iipaz xom-
inexca Ky osnayu p(K) gegpunuwemo ca:

p(K) =sup{f € Ry | Bp € A" )K,<p C K}.

[IpaktuuHo, pagu ojapehuBama KapaKTepUCTUUHOT Mpara Komruiekca K,
HAJIA3UMO HEeTOB JTMHEapHO-peaTn3a0uiiad MOTKOMIUIEKC ca HajBehuM mparom.
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ITpumeTnMO 12 mpar JIMHEapHO peanTn3aOMITHOT KOMIUIEKca A[,] HHje OrpaHryeH
0J103T0 T€ y TOM Ciy4ajy y3umamo za je p(Ap,) = oo.

Kapakrepuctuunu npar je pacryha ¢pyHKIMja y OTHOCY Ha pemnaiujy ,,0uTh
MOTKOMILIEKC  jep aKo je K| MOTKOMILIEKC KoMILIeKca Ko, Taa By MHKITy3Hja
{BeERy | Bue A" K, CK1} C{B Ry | (Fue A" )K,cp C Ky}
mrto umripa 1a je p(Kp) < p(Ks).

Tephemwe 4.9. Hexa je K C 2 cuminuyujannu xominexe. Taga, kapaxitep-
utmiuunu dpaz kominexca K moorce ga ce uspauyna iomohy gopmyne:

p(K) =max{f € Ry | Gp € A" )K,<5 C K}.

Hokas: Nedunmmmmo ckymose Ry = { € Ry | (Gu € A" NK,<s C K} u
Ry={B8€eRy | (Fue A" K,.s C K}. Ckyn Ry je OrpaHudeH 0g03ro jep
no npernocrasiu [n] € K na je ceako [ € Ry mame wiu jenHaxo ox 1. Takobe,
cakoj Mepu 1 € A"~ ogrosapa mpar m = min{u(C) | C € 2M\ K} = 1u(Cp)
TakaB 1a je K., C K a3a cBako € > 0 Baxu Cy € K p e IITO UIMILTHIUPA
na K, cmie ¢ K . OBUM cMO JTOKa3alH Ja MOCTOJU max [2y = p.

[pumerumo z1a 3a cBako € A" ' u cako 3 € Ry Baku K3 C K,<p
mTo uMmIiMuupa ja je By € Ry ogHocHO 14 je sup Ry < p. IIpernocraBumo jia
je sup Ry < p. Tana, 3a Mepy & KOja ojroBapa BPEJIHOCTH p, Kao IITO cMO Beh
npumernn, p = min{p(C) | C € 2\ K} ma,3a 0 < € < p — sup Ry, Baxu 1a
je K,<,— € K omHocHO na je sup [?; < p — € < sup R; mro Huje Moryhe.

Haxie, sup Ry = p. ]

AHanu30M J10Ka3a MpeTXOoqHe TeopeMe, 3aKIbydyjeMO 1a KapaKTepUCTUYHI
npar CUMIUTULHJATHOT KOMIUIEKCa MOXEMO Ja padyyHaMo U Ha cieehy HauMH.

Tepheme 4.10. Axo je K C 2" cumimmuyujannu xomiinexe maga

K) = in u(C).
p(K) Mglﬁarcnglgu( )

Cana HaBoguMoO (pyHIaMEHTATHY penauujy usmely mapTHUIIMOHE WHBAPH-
JaHTe CUMIUTHIIMJATHOT KOMILIEKCA U HEeTOBOT KapaKTepUCTUYHOT Ipara Koja
BA)KU 3a CBE CUMILUIULIM]AJIHE KOMILIEKCE.

Teopema 4.2. Axo je K cumitauyujarnu komiiiexe y ambujeniay [n| waga je:

r(K) < {ﬁJ ey

Hoka3s: ITpumeTumo mpBo 1a 3a Gukcupany Mepy i € A" ! u nparose 31, Ba,
ako je 1 < [» Tama mo jenHauunu (4.2) Baxu n1a je K,.3 C K,.3,. Heka
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je xapaktepuctiunnu npar kommiekca K C 2" jennak p. To no Tephewy 4.9

MMIUTMIMPA J1a ocToju Mepa (1 € A" ! raksa naje K, C K. IlpernocraBumo

Jia je r MpupoIaH Opoj TaKaB /1a je % < p OMHOCHO A jer > [LJ +1. Tana, 3a

p(K)
r= [ﬁj +1 umamo 1aje KM<;1 C K, <, € K mrono Tsphemy 4.2 umMniunupa
naje m(K) < 7(K, 1) ano Tephemwy 4.6 3Hamo na je m(K, 1) < 7. O

Cana hemo ma onuineMo TeXHUKY pavyyHama KapaKTepUCTUYHOT Ipara Imo-
Molly nmHeapHoOT mporpamupama. Hexka je ) # K C 2" cummmmujanam
xommeke. Heka cy p € A" ' u § € R, taksu ma je K,c5 C K, Tana je
2\ K C 2M\ K, .3 = K,>5. Tpaxtuuno, p € R" u 8 € R, 3amoBomasajy
CHCTEM:

(o (1,...,1)) =1,
4.7) (u, x(C)) > p sacee C €2\ K.

Lws je na momohy cucrema (4.7) u3padyHaMO KapaKTEPUCTUUHU Ipar KOM-
mwiekca K. YV Tlpumepy 4.10 he na na Oyue joxkasaHo 1a je y ambujenry [n,
p({0}) > 0 wrro 3a xommnexke K DO {0} ummmunupa na je p(K) > 0. 306or
TOTa, MOKEMO J1a MPETIOCTABUMO J1a je 5 > () 0IHOCHO jeHaunHe cuctema (4.7)
MO’KEMO J1a HOMHOKXHMMO ca 371, Tako 1o6HjaMo CHCTEM:

(& (L., 1)) =1,
(5, X(0)) 2 1

AKO KOHCTAaHTY % obnexumo ca m, o Tephewy 4.9, Hanaxxewe KapakTep-
HMCTUYHOT Ipara ce CBOJM Ha ojpehrBame MakCUMalIHe BPEAHOCTH IapaMeTpa
[ WK eKBUBAJICHTHO MHUHHMMAJTHE BpeTHOCTU mapaMeTpa m. Jlakie, Kapakrep-
UCTUYHH ITPAT CUMILTHIIN]AJTHOT KOMITIeKca K je peluIpovHa BPeTHOCT pelleha
mpo0IIeMa JTUHeaPHOT IIPOTpaMHUpaIba:

(4.8) sacee C €2\ K.

min (x,(1,...,1))
4.9) v € R
(z,x(C)) >1,C € 2"\ K.

[Tpobnem (4.9) uma mo3HaTy reoMeTpHjcKy uHTepnperanujy. Heka je cum-
mwmnujaaa kommieke K C 2" npoussossan. Cakom cummtekcy C' hamuimje
2l \ K 1o1emsyeMo moy-IIpoCcTop:

Oc ={r e R" [ (x(C),z) > 1}.

Hepunnnuja 4.6. brnokupajyhu, fionuegap cuminuyujannoé kominexca K je ckyii:

B(K)= () Oc.

ce2ln\K
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bnokupajyhu nonmuenap, kao moceOHa Kjaca moymenapa, je mpBo YBEJIEH y
(28] Tornasmwe 5.8. Tpumep Grnoxupajyher nomenpa 3a kommiexe (%) je nat
Ha Purypu 18.

@urypa 18: brokupajyhu nomuenap KoMIuiekca ([i’])

Cana, pepopmymnarjom mpooiema (4.9) nobujamo crnenehe TBpheme.

Tephemwe 4.11. Hexa je K C 21" cuminuyujannu xominexe. Axo je m murnumym
@yukyuje ¢ : R" — R gaitie ca p(x) = x1 + - - - + x,, Ha 6nokupajyhem ionuegpy
B(K), wmaga je:

p(K)I%-

4.5 PauyHawe KapaKTepUCTHYHOI npara

Pauyname kapaktepuctuyHor mpara rmomohy Tephema 4.11 umu 4.10 ce y
Kpaji0j IMHUJU CBOJM HA peraBame nmpoodiema (4.9) kao 1mITo je WIyCTPOBAHO
cnenehum mpumMepom.

IIpumep 4.9. OnpenumMo KapaKTepUCTUYHH MPAr CUMILTHIIAjATHOT KOMIUTEKCa
Ap,—1) y ambujenty [n]. Kako je {n} MuHMMamHu y cMUCITy HHKITy3Uje HE CUM-
TjIeKc kommiekca Ap, 1], 2 CBU CUMILIEKCH haMuiuje 2"\ K canpxe n, mpobiem
(4.9) 3a cUMIUTMITHjaTHH KOMITTEKC Af,_1] ce CBOIH Ha:

minzy + -+ Tp_1 + Tp,

z, > 1.
Oryna, MUHUMYM GYHKIMjE ¢ je 1 1 mocTiKe ce y Tauku (T1, ..., Ty 1, Tp) =
(0,...,0,1). HMaxie, KapaKTePUCUTHYHHU Mpar KoMmmiekca Ap,_y) y aMOujeHTy

[n] je 1.
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[MpeTxoaHU TPUMEP UIYCTPY]je HEKOJIUKO OCOOMHA KapaKTEPUCTUYHOT Mpara.
IIpBo, ka0 mwTo cMo BehBUIEIM, KAPAKTEPCTUYHHM IPAT KOMILIEKCa Aj,_1] Y aM-
6ujenty [n— 1] je oo oqHocHO, p( K') 3aBucH o ambujenta komiuiekca K. [Ipyro,
KaKo je 1o IIpumepy 2.4 xoMmteke Ap,_q] ayTo-IyanaH y aMOHjeHTy [n], 1o6u-
jamo na je:

1
T(Ap_q)) = liJ + 1.
T L(Apy)
IITO WIYCTPYje YMbeHUILY J1a HejenHakocT m(K) < Lﬁj + 1 Teopeme 4.2 He
MOJXe J1a c€ TTO0O0JbIIA Yy OTIITEM CIIy4ajy.

Pauyname unBapujante p(K) xomruiekca K MOKe 3HAUajHO Jla Ce OJIaKIna
ako KomIuiekc K mMMa BelnMKu cTeneH cumerprje. Kakemo ma rpyma G nenyje
Ha kommieke K C 2" ako cakoMm enementy g € G oxrosapa Gujexumja (Tep-
MmyTanuja) g : [n] — [n| koja uanykyje usomopdpuzam g : K — K (Hdedpunuipja
1.4). Tanma xaxemo 1a je K xomriuieke koju je G uHBapujatad. Paju kom-
IUIETHOT yBHJA Y MaTepujy G MHBAPUjAHTHUX TOTOJIOIIKUX IIPOCTOPA YUUTAOLLY
ce mpenopyuyje [18]. Takobe, kaxemo ma je 1 = («q,...,q,) Mepa koja je G
MHBapUjaHTHA aKo 3a cBako g € G Baxu 1a je pt = g = (Qg(1)s - - - , Qg(p)) WTO
je eKBHBAJICHTHO YCIIOBY /1A je (; = () 3a cBe 4 € [n]jucse g € G.

Tephewe 4.12. Heka je G 2pyiia ceux dlepmyiiayuja ckyiia [n| koje genyjy na
cumitnuyujannu kominexe K C 2. Hexa je Ag_l C A" gpamunuja ceux G
UHBAPUJAHTIHUX 8€POGATUHOCHUX MEPA HA CKYily [n] Taga:

p(K) = max{B € Ry | (3u € A ) Kyep € K.

Hokas: Heka je (i1, ..., ftm € A" ! Hu3 BepoBaTHOCHHX Mepa. Tana, 3a Mepy
= %(ul + -+« + i) v npousBosbHO S € R, Baxu 1a je

Ku<p CKucpU---UK, <5

3ancra, axo je pu(A) = L (u1(A) + -+ - + pn(A)) < B rana, 3a veko iy € [m]
je pio(4) < 8 jep 61 y cynpoTHom f1(4) = L (11 () + -+ pa(4)) > 22,

Cana, Heka je p(K) = p. Ilo Tephewy 4.9 TO 3HauM aa TMOCTOjU Mepa
p € A" ! taksa na je K<, C K. Tana, 3a cBako g € G xommexe g(K,<,) =
Ky,<, je notkommuiekc kommiekca ¢(K) = K. Ortyna, 3a G MHBapHjaHTHY

BEPOBATHOCHY MEPY [l = ﬁ YogpBaxnpaje K., C |J Kyu<, C K.
geG geG
Jlakie, MAKCHMYM Ce TIOCTIKE Y BEPOBATHOCHO] MEPH [i¢; IITO KOMILTETHUPA

JIOKa3. [l
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Mocnemuna 4.4. Hexa je K C 2¢ cumiimuyujantu komiinexe Koju je uneapujan-
man y ognocy na 2pyily depmymiayuja G cxyia [n] u AL panumja ceux G
UHBAPUJAHTIHUX 8€POGATUHOCHUX MEPA HA CKYily [n] Taga:

K) = max min u(C).
p(K) HeAglchu( )

Cana HaBOAMMO HajjeTHOCTABHHJH CiIy4a] oapehuBama KapaKTepUCTUUHOT
npara (G MHBapHjaHTHUX CHUMILUTUIM]ATHAX KoMIUlekca. Kaxemo nma rpyma
nepmyranuja G ckyna [n] nenyje TPAH3UTUBHO HA CUMILIMLMjAIHA KOMIUICKC
K C 2" axo 3a cBaxo i, j € [n] mocroju g € G Taxo na je g(i) = j. Tama, G
MHBAapUjaHTHA Mepa [t = (a1, . . ., (v, je TAKBA [a 3a IPOU3BOJBHE (v;, (v; TOCTOJH
g € G Tako ma je a; = ag) = aj. Otyma, AL = {(2,..., 1)} wro nokasyje
crenehe TBpheme.

Iocnenuua 4.5. Axo je G 2pyiia iepmyiiayuja ckyiia [n] koja pan3uiiugHo genyje
na cuminuyujanu komiexe K C 2% maga je:

() = %min{\ﬂ |C e 2\ K.

Jakie, y ciy4ajy CUMIUTMIIM]ATHUX KOMIUIEKCAa KOjuMa je Tpyma ayToMOp-
(buzama TpaH3UTUBHA, KAPAKTEPUCTUYHU IpAr je MOTNyHO oapeheH He-cumrwie-
KCOM HajMambe KapIMHATHOCTH.

ITpumep 4.10. Heka je K = ([Z]) CUMIUTUIMJAITHA KOMIUIEKC Yy aMOujeHTy [n].
Tama, rpyma ayromopduszama koMiniekca K je rpyma S, CBHUX IepMyTaldja
CKyma [n] Koja je TpaH3UTHBHA T4, HAa ocHOBY [locnenute 4.5, robujamo 1a je

p(K) = L. Crenpjanno, 3a k = 0, nobujamo na je p({0}) = p(([g})) =1

JlakIie, MOKeMO /14 3aKJby49HMO 4 KapaKTepPUCTUUHU ITPAT CUMILTHIH]aTHOT
xommtekca ) # K C 2" npunana untepsany (0, 1].

Kopucpehu [Tocneauiry 4.5 MmoxeMo J1a U3pauyHAMO KapaKTepUCTHUHE TPATOBE
CUMILTUIIM]ATHUX KOMIUIeKca onucaHux y [lornasspy 2.4.

IIpumep 4.11. Xemu ukocaegap npukazaH Ha Durypu 7 je moOHUjeH UICHTH-

(uKanMjoM aHTUIIOJATTHUX TauyaKa UKocaenpa. 3HAMO J1a je TpyIa H30MeTpHja

ukocaenpa G tpausutusHa. Otyna, dakrop rpyma G/{1,r} rue je r peduek-

chja y oHOCY Ha OapuIleHTap MKOcalpa je Takohe TpaH3UTHUBHA U JCIyje Ha

cumnmunmjanau kommieke RP. Kaxo je min{|C| | C € 219\ RPs} = 3,
3 _1

KapaKTepHCTUYHM Ipar kommuiekca RFs je p(RPs) = § = 5.

IIpumep 4.12. KommtekcHa mpojektuBHa paBaH C' Py omucana y I[lpumepy 2.6
uMa rpymny ayromopduszama GG Koja calip)KH CBe TpaHCIalyje (TpaHCIanujoM
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ambujenta Zz X Zi3 3a BeKTOD (i, J) € Ziz X Zi3 nodbujamo cxyn (i, j)+3 23 X Ziz =
Z3 x 7.3). Oryna, rpyna G nenyje tpansutusHo Ha C'Py. Kako Hajmamu (y
OHOCHY Ha KapIMHAIHOCT) He cUMIUTeKC Komiutekca C' Py campku 4 eeMeHTa,
no6ujamo 1a je p(CPy) = 5.

V pany [5] je OmMCAHO HEKOIHMKO MOTEHIMjATTHUX TPHAHTYIAIMjA KBATEP-
HUOHCKE TMPOjeKTUBHE paBHU y amOujenty [15]. Kacuuje je y [11] moTBpheHo
na mehy muMa, KOMOMHATOpHA MHOTOCTPYKOCT H Pj5 koja uma HajBehu cre-
MIEH CUMETPHUje 3aUCTa MPECTaB/ba TPHAHTYIIAIN]y KBATEPHHUOHCKE paBHU. Ha
crpanunu 169 y pany [5] je mokazaHo 1a je rpyma ayromopduzama KOMILTEKCA
H Py5 TpaH3UTHUBHA IITO JIOKa3yje 1a je KapaKTePUCTUYHH ITpar KoMmrutekca H Py

2

. 6 _ 2
jenHak 7z = .

4.6 KapakrepuCTHYHHU Par cnajakba CAMINIMIUJATHUX KOMILIEKCA

Cnajamem cumnuuujanaux kommiekca K; C 2%, i € [n] nubujamo cum-
mIMuMjaau kommieke K = Ky x - - - x K, y amOujerry V3 U --- U V,,. Ako 4.2
MPUMEHUMO Ha KOMITIOHEHTe KoMiuiekca K, npumenom Teopeme 4.1 poOujamo
Jla 3a MapTUIIMOHY MHBAPHUjaHTY KOMITIeKca K Bau:

(4.10) T(K) < {@J +o {@J +1.

IIpumep 4.13. Heka je K = ([f]) Kook ([f}) = 0<),, TPHAHTYJIAIlHdja TPAHUIIE KPCT
nonutona <y, = Conv{e;, —e; | i € [n]|}. Ilo Ilpumepy 4.10 nobujamo na je
p( ([f])) = 1 mrro npumerom HejennakocTu (4.10) ummmunmpa naje m(K) < n+1.
MebhyTtum, kako je rpymna H30MeTpHja KPCT MOJUTOIA OJJHOCHO I'PyIia ayTOMOP-
¢uzama komrmuiekca K tpanszutuBHa, npuMmeHoM [locnenuie 4.5 nobujamo na
je p(K) = % = % Jjep KapAMHAJTHOCT HajMamer CUMIUIEKCa KOjH He IpUItaja

komiuiekcy K je 2. Tama, mo Teopemu 4.2 nobujamo na je m(K) < n + 1.

[IperxonHu nmpuMep Mmokasyje 1a KapaKTEPUCTHUHU Mpar crajamba CUMILIH-
[UjaJTHUX KOMILUIEKCA MOXE Ja CE€ alpOKCUMHpA MOMONY KapaKTePUCTUIHUX
MparoBa HEroBMX KOMIIOHEHATa. MOTHBHCAHM OBOM OIcepBalujom, (op-
MyJIHIIIeMo cieniehe TBpheme.

Teopema 4.3. Hexa cy ) = K; C 2Yi cumiinuyujannu komiinexcu y ambujeniiuma
Vi, i € [n]. Taga, 3a cumimuyujannu xominexe K = Ky x - - - x K, y ambujenitiy
Viu---UuV, easrcu:




Jlokas: Heka je K; C 2", i € [n] HU3 cUMIUIMLIMjATHUX KOMILIEKCA Y [MC)yHK-
THuUM ambujentuma V;. Hekaje K = Ky % ---x K, u p(K) = p, p(K;) = pi,
i€ nunekajeV =V U---UV,.

Kako je mo mpermoctasuu K; C K 3a cBe i € [n], nobujamo 1a je p; < p 3a
cBe i € [n]. CymupameMm, 1001jaMo 1a je p; + - - - + p, < np OTHOCHO 14 je

n 1 1
<— < — i —

pr+-tpn P Pn

I

Heka je u : V' — R, BepoBatHOcHa Mepa TakBa 1a je min{u(C) | C €
2V'\ K} = u(Cy) = p. Hexka je u(Vi) = o, 3a cBe i € [n]. Ilpumerumo na
jea; > 03acBei € [n]jep o = 0 umrutummpa 1a je u(V;) = 0 ogHOCHO
na Vi € K,., € K mro Huje Mmoryhe. Tama, Ha ambujeHTUMa V; MOkeMoO J1a
KOHCTPYHUILIEMO BEPOBATHOCHE MEPE [i; = o% v, (ft|v, je pecTpuKLMja Mepe (L Ha
ckyn V). Heka je C' € 2V \ K; npoussosban He cumiiekc. Kako cummnekc C' He
npunasa kommiekey K, nobujamo sa je u(C) > p onnocuo na je pi(C) > 2.

Otyma min{y;(C) | C € 2¥i \ K;} = £ wro UMIIMIMpa 1 je p; > - omHocHo
Ja je pil < %. CymupameM J00HjeHNX HEjeTHAKOCTH I001jaMo:

i_|_..._|_i§ %_F..._F%:—al_‘_'”_l—a" :1_
P1 Pn P P P P
0
[MTpumerumo na y Teopemu 4.3, kommiekeu ) u Ay. He MOTY 1a yUeCTBYjy y
cmajamy. Mehytum, axo je K; = () C 2% jenan o KOMIOHEHTH crajarba, TO
3a KOMITIeKC K mpakTuyHO 3Hauu yBehamwe aMOujeHTa a Mpo0JIeM MapTULIUOHE
WHBapUjaHTe OBUX KOMILIEKca je petieH TBphemem 4.3. Takobe, akoje K; = Ay,
TaJla CUMIUTHIUjaTH KoMmIuteke K = K x - - - x K, je m3oMopdaH KOMIUICKCY
(Kyis- K1 x K% -x K,)) %« Ay, ay llpumepy 1.2 cMO Bujienu 1a ce OBAKBO
crajare CBOJIM HA y3aCTOMHU KOHYC HaJl [y - - - K 1 % K; 1 % - - - % K, 1TO 1Mo
[Tpumepy 4.5 He yTuye Ha MAPTULIMOHY UHBAPHUJAHTY.

Teopema 4.3 takohe mokasyje na je HejemHaunHa (4.10) eKBUBaJleHTHA He-
jemHaunHn Teopeme 4.2 mpUMembeHe Ha CIIajalbe CUMILTULINjATHUX KOMITIEKCA.

Iocaenuna 4.6. Axo je ) # K C 2V cumiinuyujanu kominexe waga je
*1, 1
p(E™) = —p(K)

IIpumep 4.14. Axo je K cummnuuujanau kommuieke RPg unu C'Py wnu H Ps,

AT e wane . . *n 1 4 2
Taga )€ KapAKTCPUCTUYHHU ITpal’ KOMIIIICKCA K p€aomM o 50040 on 50040 B
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4.7 Ekcuec kapakTepucTHYHOI mpara

[TocTaBiba ce MUTamHE KOJIUKO jé TEXHUKA KapaKTEPUCTUYHOT Ipara g1o00pa
3a MPOIICHY IMapTUIMOHEe WHBAPHJHAHTE JATOT CHUMIUTHIIMJATHOT KOMIUIEKCA.
300r TOTa, Y OBOM OJIeJbKY YBOJMMO IIOjaM €KCIleCa CHUMILTHIIHJATHOT KOM-
MJIeKca KOju MPAKTHUYHO MPEACTaB/ba TPEIIKY IMPOICHE MAPTUIMOHE WHBAPH-
janTe kopumihewem Teopeme 4.2.

Hedunnnuja 4.7. Hexa je K C 2™ cuminuyujannu kominexe. Excyec kapaxitiep-
ucttiuuHoé fipaza (umu Kpaixo excyec) kominekca K gegpunuwemo ca:

() = {LJ +1 - (K).
p(K)

Kao mro cmo Beh Bunenu y I[lormasiwy 4.5, kako ¢y koMimiekcu RFP;, C'Py
u HP5 ayTo MyaqHU W 3HAMO HbUXOB KapaKTEPUCTHYHHU Ipar, UMaMmo JIa je
e(RPs) = €(CPy) = ¢(HP;5) = 1. Panu tectupama exceca CUMILTHLMjaI-
HUX KOMILIeKCa, y mporpamy Wolfram Mathematica je koHcTpyncaH aaropu-
TaM KOjU pauyyHa KapaKTePUCTUYHM Ipar JATOT CUMIUIMLHUjATHOT KOMIUIEKCa
pemaBameM mpodiema (4.9). Ilporpam je mpuMemeH Ha ayTO-AyaTHe CHMILTH-
I[1jaJTHe KOMITIEKe TeHeprcaHe TeXHUKama onrcanuM y [lormasipy 3 u moOujeHa
je TabGema 2.

o | |1]2/3
n=3 rToT 1
el 1[2/3T3/5
n=4 FoTT 1
. [P 2B T3/ [4/T]5/9
"= elol 1 | 1 1] 1
_ ¢ [2T1[2B]3/5 [4/T]5/9 [ 6/11 [ 7/13[&/15 [9/17 [ 1/2
"= elo] 1 | 1 1] 1 1 1 1 1 1

TabGena 2: KapakTepuCTHYHH MPATOBH U EKCLECH AYTO-IYaTHUX KOMIUIEKCA Y
ambujentiMa [n| 3an = 3,4, 5, 6.

Kao mito ce Bugu u3 tabene, ekclec ayTo-IyaTHUX CUMIUTUIIM]ATHUX KOM-
rJIeKca je yrinmaBHoM jeqHak 1. OBo je moceOHOo n3HeHalyjyhe 3a cumruiunujaaHe
KoMIulekce y ambujertuma (3], [4] u [5] jep 3HaMo 1a Cy CBU OHU JIMHEAPHO pe-
nu3abunnu. Bpennoct excueca 0 ogroBapa ayTo-AyaJlHUM CHUMILUIMLUJATTHUM
KOMIIIeKcuMa A\ (i} 9UjU KapaKTepCHTHYHH Mpar je mo Ilpumepy 4.9 jenHak
1. Otyna, Hamehe ce 3akipydak 1a na O0u y yBehaHuMm aMOMjeHTUMA BPETHOCT
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ekcreca Ounma mama. Mehyrtum, Tabena 3 moOujeHa pauyyHamEM KapakTep-
MCTHYHOT Mpara ayTo-ayanHux kommiekca D amu y ysehanum ambujentuma
[n+ 1] y kojuma cy oBu KoMmIuiekcr o TBpheby 4.3 MUHUMATTHO 3 —HeH30ekKHH,
HArOBEIITaBa OCOOMHY /14 eKClIeC CUMILTUIU]JATHOT KOMILTeKca K He 3aBUCH Of
aMOMjeHTa.

4 el Y22/
n=4 el 0 1
p1/2]2/5 | 3/8
nE=S P L1
_ ¢ [el12]2/5]3/8]4/11]5/14
= cl o 1] 1 1 1
_ . [P 12]2/5 ] 3/8] 4/11 ] 5/14] 6/17 | 7/20 | &/23 [ 9/26 | 1/3
= cl 0o 1] 1 1 1 1 1 1 1 I

TabGena 3: KapakTeprCTHYHU MPAroBU M €KCLIECH MUHUMAIHO 3—HEHU30SKHUX
CUMIUTUIMJATHIX KOMIUTEKCa Y aMOHjeHTY [1] KOjH Cy ayTO-IyaHU y aMOUjeHTy
[n—1]3an=4,56,7.

Jakie, y BeTUKOM Opojy ciyuajeBa, Teopema 4.2 He MOXKe J1a OJIpeNU Ipe-
[IU3HO MAPTUIIMOHY MHBAPHJAHTY CHMILTHIM]ATHOT KOMIUTeKca Beh yriraBHOM
IbEHY MajOpaHTYy.

Cnenehu nmpumep uiycTpyje ocoOMHY J1a €KCIleC KapaKTePCTUYHOT mpara
CUMILTMIIM]AJTHOT KOMITICKCA MOJXe J1a OyJ1e MPOU3BOJbHO BEITUKHU.

IIpumep 4.15. Heka je K = ([i’]) CUMILTUIIU]ATHU KOMIUIEKC KOjH j& ayTo-
nyanan y am6ujenty [3]. Tlo Ilpumepy 4.10, weroB KapakKTepUCTHYHU MPAT
je p(K) = 2. Ortyna, no Iocneanuy 4.6, cCUMIUTMLMjaIHN KOMILIEKC K" y
ambujenty [3] L - - - Ll [3] nma kapakTepucTiaHu par . Kako je o Ilpumepy
4.6 mapTUIIMOHA MHBAapHjaHTa KoMIUTekca K *" jemHaka n + 1, mobujamo na je
eKCIIeC CUMIUTUII]jATHOT KoMILTekca K"

1 3n n
e(K™) = {7J +1—-n(K")=—+4+1-(n+1)=—.
p(K*") 2

[To6ospmame Teopeme 4.2 paau cMambemha I'PElIKe alpoKCUMAIldje MmapTh-
MOHe uHBapujaHTe he ga Oyne nmpenMer Oyayhux ucrpaxuBama.

[\
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5 Jloparak: AJiekcaHjaepoBa aAyaJHocT M JlenekuH-
JI0BH OpojeBH

Y oBOM MOIIaBJby UCTpaxkyjemo npumeny Teopeme 3.1 panu npouene [ene-
KHHJIOBUX OpojeBa.

Henexkunnosu 6pojesu D(n) cy yBenenn y [8] kao 6pojeBH pa3muuUTHX MOHO-
ToHux Bynosux ¢yHkuuja ca n € IN mpoMensbuBux. POpMysa 3a pauyHarbe
spenHoctu D(n) je orkpusena y [19] mehytum, ynpkoc oBom otkpuhy, TauHe
BpeHocTu Opojea D(n) ce 3Hajy camo 3a n < 8 U MHOTO TPYyIaA j& YIOKEHO
panu Hanaxemwa JlenekuHaoBux OpojeBa 3a Behe BpegHOCTH mapameTpa n.

®yukuujy f : {0,1}" — {0,1} nasusamo Bynosa ¢yukumja ca n € N
npoMenspbuBUX. Pasior 3a repmun Bysosa je miro, ako ckym {0, 1} unrepnpe-
THPAMO JIOTHIKUM cuMmbonuma { L, T}, dyukuujy f = f; MokeMo ma mocma-
TPAMO KAao eBalyalyjy TepMma ¢ y KojeM (DUIYPHUIILY IPOMEHIJBUBE Iy, . . ., Tp.
Ha mpumep, t je Tayronoruja akko 3a cse (z1,...,7,) € {L, T}" Baxu na je
fi(z, .. x,) =T.

Ha ckymy {0, 1}" nedunmiiemo ypehemwe Ha crnenehr HauuH:
(5.1 (@1, mn) 2 (Y1, ) & (Vi € [n])zi < i

Tana, kaxemo Jj1a je Bynosa dyHkuuja f MOHOTOHA AKKO U3 (T1,...,T,) <
Y1y Yn) ciemn f(zq, ..., 20) < f(¥1,--.,ys). Ha npumep, ako y3amemo ja je
1 < T, mpumep jense moHoTOoHe Bynose pyukmmjena { L, T }"je f(z1,...,z,) =
1 V-V,

Csakoj MmoHoTOHOj BynoBoj pyukuuju f : {0,1}" — {0,1} momemyjemo
dammmmjy ckynosa Ko = {A € [n] | f(x(A)) = 0}. Tama, Ko je cnm-
IUTHIIUjaTHH KOMIUTeKe y ambujerty [n] jep, A C B akxo je x(A) = x(B) ma,
ako B € Ko to ummmumpa 1a je f(x(4)) < f(x(B)) = 0 onxocHo na je
f(x(A)) = 0 wro 3naun na A € K.

Basku 1 OGPHYTO Tj. CBAKOM cuMILIMimjaaHoM kommiekey K C 2" oxro-
Bapa jemuHcTBeHa bymosa ¢pyukimja fx : {0, 1}" — {0, 1} nara ca:

|1, {ien]|x =0} €K,
fK(Ila"'vx”)_{O, {ien]|z;=0} € K.

[Tpu TOM, YCII0B MOHOTOHOCTU (DyHKIMjE fr je ucmyrbeH jep (1, ..., x,) <
(Y1, - .., Yn) je exkBuBanenTHO MHKIY3uju {1 € [n] | z; =0} C {i € [n] | y; = 0}.

Jlaxye, cBaKOj MOHOTOHO] OyJTOBOj PYHKIIHJU ca . IPOMEHIJbUBUX OJIroBapa
JEMCHTBEHN CUMIUTMIIMjATHM KOMIUIEKC ca HajBuine n BpxoBa. Otyma, D(n)
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MOXE /1a C€ U3pauyHa Kao Opoj pa3IMUYMTUX CUMILUIUIIM]ATTHUX KOMIUIEKCA Y
amOujeHry [n].

Hexka je K™ pamunuja cBux cummnmumjamHux Kommiekca y ambujenty [n] a
nexka SPDM™ onnocro 71 npencrasibajy Gamuimje CBUX HAL-LyaTHIX OJHOCHO
TPAHCIEHICHTHUX CUMILUTHIMjATHIX KOMIUTEKca y aMOHjeHTy [n).

[SDU | D] [ [T0] | D(n)

n

112 1 0 3
24 2 0 6
312 4 0 20
4 |81 12 18 168
5 | 2646 81 2370 | 7581

Tabena 4: JlenexungoBu 6pojeBu

Kako je mo Hebununmju 2.3 cBaku Komiuieke K € Kl MoJI-1yajaH, Hall-
JlyaJiaH Wid TPAHCIICHIEHTaH, 4 TPAHCLIEHICHTHU KOMIUICKCH HE MOTY Jia Ja Oy 1y
MOJI-IyaJIHU UJIK Ha-AyaJTHu, 100ujamo hopmyiy:

(K| = |SDM| 4 |SPDM| — |SD nSPDM| 4 |71

Ha ocoHOBY Jleme 2.1 BuaMMO 1a je omepaTtop AyaTHOCTH ~. sphl
SPD™ cam cebu HMHBEp3aH 1a je OMjeKIrja IMTo UMIUTAINpA 1A je |SD["]| jen-
HAKO |S73D["] |. Takobhe, mo Jdeduruimmju 2.3 CUMIUTUIUjATHA KOMIUTEKC j€ ayTO-
JyaJaH aKKo je Mo/-AyaiaH U HaJ-TyanaH. [1peTxomHe orcepBalyje, 3ajeHo ca
Teopemom 3.1 noxkasjyje na je:

(5.2) D(n) = 2[D"U] — [DM] + | 7]

Tabena 4, nobujeHa momohy pauyHapa, WIyCcTpyje IpUMeHy jemqHadnHe (5.2)
3a Malie BPETHOCTH MapaMeTpa n.

JemnaumHa (5.2) yka3dyje Ha YMEEHUILY Ja MTO3HaBambe Opoja ayTo-TyaTHUX
KoMIuiekca 06e36ehyje nomy rpauuity 3a D(n). Takohe, kako cy o Tephewy
2.2 CBU KOMIUIEKCH y aMOUjeHTy [n] nomnyandu y ambujenty [n + 1], 6poj ayro-
JyaJHUX CUMILTMIMjATIHUX KOMIUIEKca y amOujeHty [n + 2| 06e36ehyje ropmwy
rpanuity 3a 6poj D(n) oMHOCHO BaK¥ HEjeHAKOCT:

(5.3) 2|DIM Y| — D) < D(n) < |DI"H).

HWcrpaxuBameM ocobuna rpada cycencrsa NG, momohy METOIa OIMCAHHUX
y IlornaBmpy 3 MoxeMO Ja OTKpHUjeMO Opoj ayTO-IyaJTHUX CHUMILTUIUjaTHUX
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KOMIUIEKCA y ambujeHty [n] mTo npumeHom jenHauune (5.3) maje mpoieHy
opoja D(n). a 6u lenekunoBu OpojeBU MOIIIM MOTIIYHO Jd CE OJIPE/IE OBOM
METOJOM, ITOTPe6HO je a ce aHAIU3UPajy KOMOMHATOPHA CBOjCTBA TPAHCIIEH-
JEHTHUX CUMIUTMLUjaIHUX KOMIUIEKca WTo he ma Oyme mpeaMer Oymyhux wmc-
TPaKXUBAHA.
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